e (geometrische Örter von Punkten, deren Abstände von zwei gegebe 


= 


Punkten oder Kurven in einem konstanten Verhältnis stehen) 


von 
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a ee 7 


Beilage zum Jahresbericht des Realgymnasiums 


mit Realschulklassen in der Lößniß 
Ostern 1914. 


RADEBEUL 
Druck von Kupky & Dieße (Inh. Max Brummer) 


L 
f 
N v 
’ 
j 
"“ 
L 
j 
x 
, 
s 
‘ 
3 ß 
' 
“N 
f 
d 
N 5 } 


Die einfächsten 
Metridistanten 


(geometrische Örter von Punkten, deren Abstände von zwei gegebenen Punkten oder Kurven 
in einem konstanten Verhältnis stehen). 


Es sei gestattet, für die zu behandelnden Kurven, denen eine zusammenfassende Be- 
zeichnung noch fehlt, eine solche in den folgenden Betrachtungen kürzehalber einzuführen 
und zu definieren: 

Eine Metridistante ist der geometrische Ort aller Punkte der Ebene, für welche das 
Verhältnis e ihrer Abstände von zwei gegebenen Punkten oder Kurven der Ebene konstant 
ist, bez. bei welchen für das Verhältnis e dieser Abstände ein unveränderliches Maß 
(metrum) besteht. 

Diese Bezeichnung entspricht der bereits üblichen Benennung Aequidistante als dem 
besonderen Falle der Metridistante für den Wert e=1 des Abstandsverhältnisses. 


Die älteste bekannte Metridistante ist der Kreis, den Apollonius von Perga, um 
250 v. Chr., als geometrischen Ort aller Punkte bezeichnet, deren Entfernungen von zwei ge- 
gebenen Punkten in einem konstanten Verhältnisse stehen. 

Das nächsteinfache Metridistantenproblem Punkt- Gerade fand seine Lösung gegen Ende 
des 3. Jahrh. n. Chr. durch Pappus in Alexandria, der die Kegelschnitte als den geometrischen 
Ort der Punkte definiert, deren Abstände von einem gegebenen Punkte und einer gegebenen 
Geraden in einem konstanten Verhältnisse stehen. 

Über die unerschöpfliche Fülle der weiteren Metridistantenprobleme liegen, abgesehen 
von dem einfachen Falle Gerade - Gerade, nur sehr spärliche und mehr aphoristische Unter- 
suchungen vor. 

Nach Newton (Phil. nat. princ. math., Lib. I, Theor. XIV) ist das Kartesische Oval zugleich 
der Ort der Punkte, deren Abstände von zwei gegebenen Kreisen in einem konstanten Ver- 
hältnisse stehen. 

Eine kurze Abhandlung von A. Mannheim über „Constructions du centre de courbure 
de la courbe, lieu des points dont les distances a deux courbes donn&es sont dans un rapport 
constant“, Annali di Matematica, Roma, 1858, Tome I, S. 364—369, schließt in rein synthetischer 
Behandlung auf das Kartesische Oval als Metridistante zweier Kreise und die Kegelschnitte 
als Metridistante Punkt - Gerade. 
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Etwas reichlichere Behandlung hat das besondere Gebiet der Aequidistanten erfahren. 


Seit Apollonius von Perga ist bekannt, daß die Aequidistante zweier Kreise ein Kegel- 
schnitt ist, dessen Brennpunkte mit den Mittelpunkten der beiden Kreise zusammenfallen. 


Des weiteren sind an dieser Stelle die durchweg sehr knapp gehaltenen Abhandlungen 
zu erwähnen, welche Gino Loria in „Spezielle algebraische und transzendente ebene Kurven“, 
1911, II. Band, S. 356, aufzählt, und von welchen bei den folgenden Untersuchungen am ge- 
eigneten Orte berichtet wird: 

Frolov, „Sur les courbes &quidistantes“, Comptes rendus de l’association francaise pour 

Pavancement des sciences, Caen 1894, seconde partie, pag. 235—241, sowie 
drei Abhandlungen in der „Mathösis, recueil math&matique & l’usage des Ecoles sp£ciales“, 
Gent, nämlich 

M. V. Retali, „Th&or&mes“, III. Serie, Tome VII, 1908, S. 158—159, 

Gaedeke, „Sur les th&oremes de M. Retali“, III. Serie, Tome X, 1910, S. 120—123, 

M.E.N. Barisien, „Sur les courbes lieu des points &quidistants d’une conique et d’un 

point fixe“, III. Serie, Tome X, 1910, S. 182—183. 

Die folgenden Betrachtungen bezwecken Aufsuchung der einfachsten Metridistanten und 
Bestimmung ihrer Form unter Beschränkung auf die acht Probleme Punkt - Punkt, Punkt - Gerade, 
Gerade- Gerade, Punkt-Kreis, Kreis- Gerade, Kreis-Kreis, Punkt- Parabel, Parabel - Gerade. 


CIE 


l. Zwei Punkte. 


A. Metridistante (e). 


Die gegebenen Punkte seien P, und P, im Abstande c. Man wähle P, zum Nullpunkte 
eines Koordinatensystems, dessen Abszissenachse durch P, geht. 


Aus gm bez. d/—=e2?d; folgt (Fig. 1)(c—x)?+y?=e?(x?+y?) 
RC an sent. 
bez. (x ee) +y iz e):® dı.h.: 
0 x c 
Fig. 1 Die Metridistante (<) zweier Punkte P(c,o) und P(0,0) ist ein zur 
x = Achse symmetrisch liegender Kreis mit dem Radius =. und der Mittelpunkts- 
abszisse u =; (Apollonischer Kreis). 


Konstruiert man in bekannter Weise die Punkte Q, und 


Q,, welche die Strecke P, P, innen und außen im Verhältnis 


n—e teilen (Fig. 2), so ergeben sich als Abszissen von Q, und 


Q, die Werte u=4r,: Xg = —, und man findet 
z a = a — gie 7 = a —= r als Bestim- 


mungsstücke des Kreises. 


B. Aequidistante. 
Füge Tzwirdau=eorr==60 ee Re cordel.: 


Die Aequidistante zweier Punkte P, und P, vom gegenseitigen Abstande c ist ein Kreis mit 
unendlich großem Radius, dessen Mittelpunkt auf der geraden Verbindungslinie von P, und 
P, im Unendlichen liegt, und welcher die Strecke P, P, in ihrem Mittelpunkte durchschneidet 
(Mittelsenkrechte). 


ll. Punkt und Gerade. 


Man fälle von dem gegebenen Punkte P auf die gegebene Gerade g dasLot PP, = c 


und bestimme auf c den Punkt Q,, welcher c im Verhältnis 


= — e teilt (Fig. 3). Q, wähle man zum Nullpunkte eines Koordi- 


natensystems, dessen Abszissenachse durch P geht. 


Für einen beliebigen Punkt Q der gesuchten Kurve ist als- 


m 
n 


<uz „__ m? 5 2 A ee : 
—ewalso.d 13 3 oderäyzo(% us & xt) 

bez. ee —1)x?, d.h. der gesuchte geometrische Ort ist ein ns seine Scheitel- 
gleichung gegebener Kegelschnitt mit dem Scheitelpunkte Q.. 


A. Metridistante (e<1). 
In diesem Falle ist ee —1<<o, d.h. die gefundene Gleichung ist die Scheitelgleichung 


b? b? 
einer Ellipse von der Form P=2TX— gr. 


2 2 
Aus ec und 1—.e? folgen für die Halbachsen a, b und die Exzentrizität e der Ellipse 


&c ec BEREIT RECENT 
die Werte = 10,3 Var: Es: Hiernach ist re 


Die Metridistante (e<<1) eines Punktes P und einer Geraden g vom gegenseitigen Ab- 


—S% OR d. RR 


stande c ist eine Ellipse mit den Halbachsen a und bi 
fällt mit der Senkrechten von P auf g zusammen, und der 
Punkt P ist der der Geraden zugekehrte Brennpunkt der 
Ellipse. 


Konstruiert man (Fig. 4) zu P und g in bekannter 
Weise die Punkte Q, und Q,, welche die Strecke PP, innen 


Die große Achse 


und außen im Verhältnis ——e<I teilen, so Se sich 


PQ,= Mer $) Q,9; = 80 _2a und Se — PQ, = 8, 


Fig. 4 (e=4}) d. h. Q,, Q, sind Scheitelpunkte Er P a. der 
Ellipse. 


B. Metridistante (e>>1). 


In diesem Falle ist e—1>>o, d.h. die gefundene Gleichung y?=2ecx+ (e—1)x? ist 


2 2 
die Scheitelgleichung einer Hyperbel von der Form yP=2° xt x. 


2 2 
Aus "e c und me folgen für die Halbachsen a, b und die Exzentrizität e der Hyperbel 


- Ec ec e?c i j ec 

die Werte da. 7} En: re Hiernach ist e— we, = =P OFTEN: 
Die Metridistante (e>1) eines Punktes P und einer 

Geraden g vom gegenseitigen Abstande c ist eine Hyperbel 


mit den Halbachsen =. und b= ee Die Haupt- 


2>— | ve— 
achse fällt mit der Senkrechten von P auf g N und 
der Punkt P ist ein Brennpunkt der Hyperbel. 

Konstruiert man (Fig. 5) zu P und g in bekannter Weise 
die Punkte Q, und Q,, welche die Strecke PP, innen und 


außen im Verhältnis Er teilen, so ergibt sich 


Pen PQ-28, 00-3 2° 22, S+pQ,_ 2° —e,c.h. 
Q, und Q, sind Scheitelpunkte und P ne nn en 


C, Aequidistante. 


In diesem Falle ist ee —1==o, d.h. die gefundene Gleichung y„’—=2ecx+(e’—1)x? er- 
hält die Form y?=2cx in Übereinstimmung mit der Definition der Parabel als Aequidistante 
Punkt - Gerade. 


III. Zwei Gerade. 


A. Sich schneidende Gerade. 
a) Metridistante (e). 
Die Gleichungen der beiden Geraden seien 
g,=XC0Sa, Fysina, —Ppı=0 
G=XC0Sa, Fysina;,—Pp;—0, 
ferner seien & diejenigen Scheitelwinkel zwischen den Geraden 
g; und g,, deren einer, im Gegensatze zu den Scheitelwinkeln @“, 
den Nullpunkt enthält (Fig. 6). Ist Q’ ein Punkt des gesuchten 
geometrischen Ortes im Winkelraume w‘, so gilt für seine Abstände 
dı bez..d.. von. 2; bez. 9; 
+d,'  xcosa,tysina,—Pp; 
+d,' xcosa,+ysina,—Pp; 
entsprechend für einen Punkt @“ im Winkelraume wo“ 
+d,“ _xcosa, +ysina; —Pı 
—d,“ xcosa,+tysina, —Pp; 


are 


A 


Die Gleichungen des geometrischen Ortes der Punkte Q' und Q“ sind demnach 
8; = (X C0So, + ysina, —p,)—- e(XCc0oSsa,+ysina;,—p;)=0 bez. 
g,=(xXcosa, +ysinoa, — pı)te(Xcosa, +ysina, —Pp;)=0, 
d. h. der gesuchte geometrische Ort besteht aus zwei Geraden g, und g,, welche durch den 
Schnittpunkt der gegebenen Geraden g, und g, gehen. 
+d,’ _sin(g,8:)__ +d,” _sin(g,g4u) 
nut +d, sin CA ds. SIR 
so ist das Doppelverhältnis der vier Geraden 
_ Sin (g1,8,) ‚sin (g,8.) _+te__ 
nu) 
Die Metridistante (e) zweier sich schneidender Geraden g, und g, besteht aus zwei 
Geraden g, und g,, welche durch den Schnittpunkt 
der beiden ersten gehen und mit ihnen vier harmonische 
Strahlen bilden, deren Teilverhältnisse die Werte + e 
haben. 

Um die Geraden g, und g, zu zeichnen (Fig. 7), 
beachte man, daß irgend eine Gerade y die vier Strahlen 
81, £a, &s, ga In vier harmonischen Punkten P,, P;, 
P;, P, schneiden muß, deren Teilverhältnisse gleich 
den Teilverhältnissen der Geraden sind, d.h. g, und g, 
gehen durch die Punkte P, und P,, welche die Strecke, 
die von einer beliebigen Geraden y zwischen g, und g, ausgeschnitten wird, innen und 


außen im Verhältnis =: teilen. 


b) Aequidistante. 


Im Falle e—=1 gehen die für den gesuchten geometrischen Ort gefundenen Gleichungen 
über in 
£; = X (COS 0, — C0Sa,)+ y (sina, — Sin a,)— (pı —-P5)=0 
g,=X(cosa, + cosa,)+y(sina, + sina,)— (pı +p,)=0, d.h.: 


Die Aequidistante zweier sich schneidender Geraden g, und g, wird von den beiden 
Winkelhalbierenden der beiden Geraden gebildet. 


B. Parallele Gerade. 
Ohne weiteres ergibt sich, daß alle Punkte, deren Abstände von zwei parallelen 


Geraden g, und g, im Verhältnis ==: stehen, auf zwei zu g, und g, parallelen Geraden 


g; und g, liegen. 
g, und g, sind bestimmt durch zwei Punkte P, und P,, welche man erhält, wenn man 
von irgend einem Punkte P, der Geraden g, aufg, das Lot P,P, fällt und die Strecke P,P, 


innen und außen-im Verhältnis ——e teilt. 


Die Aequidistante zwischen den beiden Parallelen g, und g, ist ihre Mittelparallele. 


[V. Punkt und Kreis. 


Man wähle ein rechtwinkliges Koordinatensystem, dessen Nullpunkt mit dem Kreis- 
zentrum zusammenfällt und dessen Abszissenachse durch den gegebenen Punkt P geht. Der 
Radius des Kreises sei r, der Abstand des Punktes P vom 
Kreiszentrum sei c. 

Aus er bez. di =e?d; folgt (Fig. 8) 
(c—x)?+y?=e?(Yx?ı+y? XL r)?, wobei das Doppelzeichen dem 
Umstande Rechnung trägt, daß für d, sowohl ein vom Kreise 
nach außen zu gemessener Abstand AQ als auch ein vom 
Kreise nach innen zu gemessener Abstand BQ in Betracht 
kommen kann. 

Aus der vorhergehenden Gleichung folgt durch Quadrieren 

[ee —-D&®+y9)+2cx+t(er?— cd)? —4etr?(x?+y)=0, d.h.: 

Die Metridistante Punkt-Kreis ist im allgemeinen eine zur geraden Verbindungslinie 
von Punkt und Kreiszentrum symmetrische bizirkulare Kurve vierter Ordnung. 

Die gefundene Gleichung zeigt, daß wesentliche Vereinfachungen nur für die Fälle c=er, 
c=o und e=]1 zu erwarten sind. 


Fig. 8 


A. Metridistante (e) für c=er. 

In diesem Falle geht die allgemeine Kurvengleichung über in 

le —1)(x?+y?)+2erx]’—4etr’(x?+y?)=o, und man findet: 
Die Metridistante (e) des Punktes P (er,o) und des Kreises x?+ y’=1r? ist eine zur x— Achse 
symmetrische bizirkulare Kurve vierter Ordnung mit der Gleichung 
F&,y=(e—1? &+y)?+4(e— )erx(&?try?)—4(e?— 1)e?r?x? 

Für die Koordinaten x,, ya der Schnittpunkte der Kurve mit den Achsen erhält man 

als Wurzeln der biquadratischen Gleichung (e?—1)x, +4erx,—4e?r?x,—=o die Werte 


Aestriyi— 08 


Ba X 0X = De er bez. der biquadratischen Gleichung 
(ee — 1)2y, —4etr?y,—=o die Werte yy—=0, Yoa=0, Yo = —. 2 er, dans: 


Die Kurve hat im Nullpunkte des Koordinatensystems einen Doppelpunkt. 
Bildet man von F(x,y)=o die partiellen Ableitungen, so ergeben sich für x—=0, y—=0 
die Werte , =0, RB =o, FR, = —8(e—N)er, F.=0, Fa = — 8etr?. Die Richtung der 


Tangenten im Doppelpunkte bestimmt sich aus F, +2F» + r4(0%)=o 


bez. En es de weessist rang + IE, und es gilt: 


Liegt der Punkt P innerhalb des Kreises, ist also c<{r bez. e<<1, so ist der Nullpunkt 
ein Knotenpunkt der Kurve, und die Richtungen der Tangenten im Knotenpunkte folgen 
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es 

€ 
so sind die Tangenten im Doppelpunkte imaginär, die Kurve besitzt also einen isolierten 
Punkt im Koordinatenanfang. 


aus tanga—+ Liegt dagegen P außerhalb des Kreises, ist also c>r bez. e>|1, 


Da die Kurve symmetrisch zur x-Achse liegt, sind zur y-Achse parallele Tangenten 
in Betracht zu ziehen. Ist x—=% eine zur y-Achse parallele Gerade, so ergeben sich für 
die Ordinaten y ihrer Schnittpunkte mit der Kurve aus 


en, ee 


die Werte „?— {287° —2(e —1)eri— (ee — 1% + 2e?rVerler—2(e—1)2]}° 


—_ 
Für sehr große 5 und solange e von 1 verschieden ist, wird y imaginär, d.h.: 
Die Kurve ist ganz im Endlichen gelegen, so lange e von 1 verschieden ist. 


Sind bei einer der Geraden x—=X von den vier Ordinaten ihrer Schnittpunkte mit der 
Kurve je zwei einander gleich, so ist die Gerade eine Doppeltangente der Kurve. In diesem 
Falle müssen je zwei Wurzeln der in y? quadratischen Gleichung zusammenfallen, die Dis- 
kriminante muß also verschwinden, d.h. e®®r— 2(e?—1)A=o sein. Demnach gilt: 

Die Kurve hat, so lange e von 1 ES IEN ist, eine zur y-Achse parallele reelle 


Doppeltangente, welche im Abstande A, — r von der y-Achse verläuft. 


2 ee) 
Für die zur y-Achse parallelen Tangenten ist ferner 
tang a=Y= on bez. R,=y[(e —1)?x?+(e — 1)? y?+2(e — l)erx— 2etr?]=0, 
2 


Ga 2er? 2(e®—Meri—(e?— 1)?M], worin A wiederum den 
Abstand von der y- Achse A Setzt man den Wert von y? in die Kurvengleichung 


alsoey= orbezay 


Fix,y)=o ein, so folgt \, =. — —..r als Abstand der schon gefundenen Doppeltangente. 


Ze —u 
Setzt man dagegen y—=o in die Kurvengleichung ee yJ)=o ein, so erhält man 
(e — 1)? +4er\—4e?’r?—=o mit den Wurzeln u te lekdike 

Die Kurve hat, solange e von 1 verschieden ist, außer der zur y-Achse parallelen 
en zwei weitere zur y-Achse parallele reelle Tangenten in den Abständen 


\ r von der y- Achse. 


PRVEITTT =: 
Für die Schnittpunkte der Kurve mit dem Kreise gilt außer der Kurvengleichung F (x,y) = 0 

noch die Kreisgleichung x?+y?=r?. Hiernach ergibt sich für die Abszissen & der Schnitt- 

punkte die Gleichung 

(e — 1)?r!+4(e® — 1)er?8 — 4(e® — 1)e’r?&— 4etr?(? —E9)= 0 bez. 


3 me 
r6= 7 ,@e'+2e:—1) mit'den Wurzeln er 


ee 
€ 2e€ 


Sollen diese. Werte die Abszissen reeller Schnittpunkte zwischen Kurve und Kreis be- 
deuten, so dürfen ihre absoluten Beträge den Wert r nicht überschreiten. Die Forderung 
lte’<2e zunächst ist gleichbedeutend mit (e—1)’<o, d.h. e— 1 Null oder imaginär 


BLUE 


und e gleich 1 oder komplex. Demnach kann zen ar für keinen reellen Wert von e 


2€ 
außer 1 die Abszisse eines reellen Schnittpunktes zwischen Kurve und Kreis sein. Die 
Forderung = 0. ferner bedingt 3e?+2e>]1 bez. e>4#, 
die Forderung et, dagegen 3e?— 2e<I bez. e<I1, und es ergibt sich: 
Die Kurve schneidet den Kreis in zwei reellen, zur x-Achse symmetrisch gelegenen 
Punkten mit der gemeinsamen Abszisse on falls 1>e>+; sie berührt den Kreis 


von innen, falls e—=Ht, liegt ganz innerhalb des Kreises, falls e <4, dagegen, mit Ausnahme 
des singulären Punktes o,o, ganz außerhalb des Kreises, falls e>1. 
Von besonderer Bedeutung ist in der Ebene der Kurve der Punkt F mit den Koordinaten 


€ : x 
a ah b=o, wobei a der vierte Teil des negativ genommenen Koeffizienten von 


4e Zn DEN 4 e: 2 


a2 v’) in. der auf-die’Form (x? y? rs — PX a en 


tx? ee 


gebrachten Gleichung F(x,y) = 0 ist. 
Transformiert man das Koordinatensystem durch Parallelverschiebung in ein anderes 


mit F als Nullpunkt, substituiert also x—=x, + a y=y,, so geht die Kurvengleichung 


1 
über in 
N SE 2er 2018 3 8e 
G ri es vs) = Fender T” ee sy.) rap r’x 

von der Form (x +y/)?+A(x7+yı)+Bx,+C=o, bez. bei Anwendung von Polar- 
koordinaten oe +Ao?+Bcosg» e+C=o. 

Da das zweite Glied mit o? 
dieser Gleichung fehlt, so ist 
die Summe ihrer Wurzeln 


6 Tr Te rQe,=0. 


Sind demnach ox, 01, Qm, En 
die auf einer beliebigen durch 
F gehenden Geraden liegenden 
Radiusvektoren der Kurve in 
beliebiger Anordnung, so ist 
auch 


ll dns 


Der PunktFistvon den Mittel- 
punkten zweier beliebig an- 
geordneter Schnittpunktpaare 
der Kurve mit einer beliebigen 
durch F gehenden Geraden 
gleichweit entfernt. 
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Der Punkt F heißt der Fundamentalpunkt der Kurve vierter Ordnung. 

Die erwähnte Eigenschaft des Fundamentalpunktes ist allgemeiri zuerst nachgewiesen 
von G. Humbert in einer Abhandlung „Sur les surfaces cyclides“, Journal de l’Ecole polyt. LV, 
Cahier 1885 (Loria, I. c. I, 118). 


Wir betrachten zwei Spezialfälle der Kurve. 


a) Metridistante (e=}) für =>. (Fig. 9) 
Aus den allgemeinen Entwicklungen folgt: 
Die Metridistante (e=+) des Punktes P (4,9) und des Kreises x?+y?=r? ist eine zur 


x- Achse symmetrische bizirkulare Kurve vierter Ordnung 
F&,Y)=I&R? +ryYP?— Ar ® rd) r2rX?—4Ary=o 
mit den Achsenschnittpunkten xy =0, X9a=0, Xa —=$f, Xu=2r, 


Yı=0, Ya=0, Ys=t$T, Yu=—#t. 
Die Kurve hat im Nullpunkte des Koordinatensystems einen Knotenpunkt. 


Die Tangenten im Knotenpunkte bilden mit der x-Achse die Winkel 60° und 120°, 
‚Nze=+Y3. 
us E 
Schreibt man die Kurvengleichung in der Form [3 (x?+y9) —4rx]? —4r?(x?+y9)=o0 
und führt Polarkoordinaten ein, so folgt (3e —4rcosp)?—4r?— 0 bez. 
8e—4rcosp+2r)(3e— 4rcosp—2r)=o,d.h.: 


denn für e=+ ist tanga = 


Die Kurve besteht aus zwei Schleifen S, und S, mit den Radiusvektoren e, -7 (cosp —#) 


und oe» — (cosp+)). e, erreicht seinen größten Wert 3r für =0, seinen kleinsten 
Wert o für g=60°; die Schleife S, liegt demnach vollständig innerhalb des Kreises. 
e, erreicht seinen größten Wert 2r für g—=0, seinen kleinsten Wert o für = 120°; die 
Schleife S, schneidet also den Kreis, und zwar nach den allgemeinen Entwicklungen in zwei zur 
1— 3e? r 


x-Achse symmetrisch gelegenen Punkten Q mit der gemeinsamen Abszisse E —= 2, ss 


Die zugehörigen Ordinaten sndiy=tyr?—— + AL: r. 


Für den Winkel a, welchen die Kurventangenten in den Punkten Q mit der x- Achse 


4 “ ya ee a, N ; 
bilden, erhält man dx Are Beer d.h.: 
Die Tangenten in den Schnittpunkten der Kurve mit dem Kreise gehen durch den 


Kreispunkt x=—r, y=0. 


2r 


Der Fundamentalpunkt F der Kurve hat die Koordinaten 3) 


o, fällt also mit dem 


Scheitelpunkte der inneren Schleife S, zusammen. 
Die zur y-Achse parallele Doppeltangente der Kurve hat von der y-Achse den 


e’ r 
Abstand X, = (ee) = 5: 
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Die Berührungspunkte dieser Doppeltangente lassen sich sehr einfach bestimmen. Setzt 


+4 


man nämlich x = —,, in die Kurvengleichung F(x,y)=o ein, so erhält man y—= r als 
Ordinaten der Berührungspunkte. Ein Vergleich mit den Ordinaten n=+ u r der 


Schnittpunkte der Kurve mit dem Kreise ergibt die einfache Beziehung: 

Die Ordinaten der Schnittpunkte der Kurve mit dem Kreise sind dreimal so groß als 
die Ordinaten der Berührungspunkte der Kurve mit der Doppeltangente. 

Um die zur x-Achse parallelen Tangenten der Kurve zu bestimmen, verlege man den 
Koordinatenanfang in den ENDEN F, substituiere also x=x,+3r, y=y,, wobei 
die Kurvengleichung 

Boy) I Ey SS ZArK VE l2r x Ar y on 
G(x,yı)=27(x! +y})?—36r2(x] +y}) — 16r?x,—=o übergeht. 
Für die zur x-Achse parallelen Tangenten ist 


tanga— 1?" — a — 0, also G,—=108x} + 108x, y} — 72r?x,— 16r?—=0 
x G; 
3 2 
Dex hy net 3 Substituiert man dies in G (x,,yı)=0, so erhält man die Gleichung 
1 
. r lo 
Xentrx, _.=0 mit den Wurzeln x;, ee 1), = — 1), Aa =—%r- 
3 
Setzt man die Werte von x, inx/’+ty, — ts - ein, so erhält man schließlich: 


Die Kurve hat in den Punkten u —— 5/3341), yı=+3773V669— 11 33) 


und 1, VB — Di yo 4 V6 (69+11y 33) zur x-Achse parallele, reelle Tangenten. 


Die Quadratur der Schleifen S, und S, ergibt 
IT 


3 
2 et 
J; EMmere . 
0 


2r 


3 
2 = 
BR. d. h.: 
0 


Die Summe der Flächeninhalte beider Schleifen 
S; und S,. ist), Hy =Er2R. 


b) Metridistante (e=2) für c=2r. (Fig. 10) 


Aus den allgemeinen Entwicklungen folgt: 
Die Metridistante (e=2) des Punktes P (Zr, o) 
und des Kreises x?+ y?=1r? ist eine zur x-Achse 
symmetrische bizirkulare Kurve vierter Ordnung 


Fig. 10 (e—2) 


Fx,y)=9(x?+y9?+24rx(x?+y9)—48r?x?—64r?y?—=o mit den Achsenschnitt- 
punkten x, —=0, X» =0, Kg —$T, Au =—AT, Ya=0, Ya=0, Yys—t$r, m=—ätr. 

Der Fundamentalpunkt F der Kurve hat die Koordinaten —$r,o. 

Schreibt man die Kurvengleichung in der Form [3(x?+y9) +4rx]? — 641?(x?+y9)=o0 
und führt Polarkoordinaten ein, so folgt die Gleichung (3e+4rcosy”?—64r?—=o mit der 
positiven Wurzel e=#$r(2 — cos y). 

e erreicht seinen größten Wert Ar für = 180°, seinen kleinsten Wert &r für g=0°, 
die Kurve liegt also vollständig außerhalb des Kreises. 

Um die zur x-Achse parallelen Tangenten der Kurve zu bestimmen, verlege man den 
Koordinatenanfang in den Fundamentalpunkt F, substituiere also x=x,—$r, y=y,, wobei 
die Kurvengleichung 

Fx,V=I&?+y)P+24ıx&?+y)—4817?x? — 64r?y?—o in 


G(x,y)=27(x} + y1?—216r?(x! +y})+256r°x,— 80r!—=o übergeht. 


Für die zur x-Achse parallelen Tangenten ist tang a7 - _ un 
2 
3 
also G,—=108x? +108x, y} —432r?x, +256r°=o bez. x ty} —4Ar — =: 
1 
3 
Substituiert man dies in G(x,,yı)=o, so erhält man die Gleichung x} —2rx} +0. =o 
mit den Wurzeln x, Zn ge -y3+n, x - Setzt man die Werte 
h 5 5 64 r? 
von unsx, cry Ar az, ein, so erhält man schließlich: 


Die Kurve hat in den Punkten xı=—$r(Y3—D, yn=+3rV3@+2Y3) zur 
x-Achse parallele, reelle Tangenten. 

Sehr einfach gestaltet sich die Bestimmung der durch den gegebenen Punkt P gehenden 
Kurventangenten. Für den Winkel « zwischen der Tangente im Kurvenpunktex=r, y=y3 r 
und der x-Achse ergibt sich aus tang u N -— = — y3 der Wert «—= 120°, d.h. die 
Kurventangente im Punkte x=r, y—=y3:-r geht durch den Punkt P, bez. 

Der Berührungspunkt Q einer der durch den gegebenen Punkt P gehenden Tangenten 
bildet mit dem Nullpunkte und dem Punkte P die Ecken eines gleichseitigen Dreiecks von 
der Seitenlänge Zr. 

IT IT 


Die Quadratur der Kurve ergibt -[« ae — c0osgp)?dy, d.h.: 


0) 
Der Flächeninhalt der Kurve ist Sr? 
B. Metridistante (e) für c=o. 


Aus der allgemeinen Gleichung 
(ee Na? +yPdM)+t2cxt(e? — H?—4etr?(x?+y)=o folgt für c=o die Gleichung 
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Die Metridistante (e) des Punktes P (0,0) und des Kreises x?+y?=r? besteht aus 
e?r? 


1) mit den Radien 


zwei mit dem gegebenen Kreise konzentrischen Kreisen x?+ y?—= 


I+! 


U e r 
er : 


C. Metridistante (e) für r= 0. 
Aus der allgemeinen Gleichung 
(e—- Wx?+y?)+2cx+(er?— c2)’?—4e!r?(x?+y9)=o folgt für r—=o die Kreisgleichung 


202 
nt 


ae in Übereinstimmung mit Abschnitt I. 


D. Aequidistante. 


Aus der allgemeinen Gleichung 
[(e®—1)(x?+y?)r2cx+ (er? — c?)? —4etr?(x?+y?)=o folgt für e=1 die Gleichung 


a) Aequidistante für c<r (Fig. 11). 
Aus der allgemeinen Aequidistantengleichung folgt: 


| Die Aequidistante zwischen einem Kreise x?+ y?—=r? und 
einem innerhalb desselben gelegenen Punkte P(x=c<<{r, y=0) 
ist eine zur x-Achse symmetrisch liegende Ellipse 


,) 


Va 3 
r? 4er r? net c? zu 1 
4 4 
= b=syr—e, deren Mittelpunkt 
mit dem Mittelpunkte der Strecke c zusammenfällt. 


mit den Halbachsen a= 


Die Exzentrizität der Ellipse ist e=\, d.h. 


Pie] 32 
Der Kreismittelpunkt und der gegebene Punkt P sind die beiden Brennpunkte der Ellipse. 
2 
Ist im besonderen c=o, so geht die letzte Gleichung über in BE, dahzadie 


Aequidistante zwischen Kreis und Kreiszentrum ist ein konzentrischer Kreis vom halben Radius. 


b) Aequidistante für c=tr. 


Führt man die zuletzt gefundene Ellipsengleichung in die Polarform Fe: 
über, wobei ns —° ist, so folgt e— et mit dem Kreismittelpunkte als 
j SENT ETER N, 5 CT are cosg) p 


Nullpunkt. Dies gibt für c=r den Wert e=o mit Ausnahme von g,=[tr für g=0°, d.h.: 
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Die Aequidistante zwischen einem Kreise und einem seiner Peripheriepunkte P besteht 
aus dem Mittelpunkte des Kreises und dem Punkte P selbst. 


c) Aequidistante für c>r (Fig. 12). 

Aus der allgemeinen Aequidistantengleichung folgt: 

Die Aequidistante zwischen einem Kreise x?+ y?=r? und 
einem außerhalb desselben gelegenen Punkte P (x =c>r, y=0) 
ist eine zur x-Achse symmetrisch liegende Hyperbel 


(X 5)? 2 
u y —=] mit den Halbachsen 
er 
4 4 
e2—r? 
a 5 b== ve 2 ee deren Mittelpunkt mit dem Mittelpunkte 


der Strecke zusammenfällt. 


Die Exzentrizität der Hyperbel ist e=;, d.h.: 


Der Kreismittelpunkt C und der Punkt P sind die beiden Brennpunkte der Hyperbel. 


Ist p der Winkel zwischen den Asymptoten und der x-Achse, so ist wegen 
b SIR; 
tang 9, = T auch ZPCA=g, und man findet: 


Der rechte Hyperbelast ist die Aequidistante zwischen dem Kreisbogen ADB mit dem 
Zentriwinkel 2 und dem Punkte P, der linke Hyperbelast zwischen dem Kreisbogen AEB 
und dem Punkte P. 


V. Kreis und Gerade. 


Man wähle ein rechtwinkliges Koordinatensystem, dessen y-Achse mit der Geraden g 
zusammenfällt und dessen x-Achse das Kreiszentrum C aufnimmt. 
Der Radius des Kreises sei r, sein Zentralabstand von der Ge- 
raden g sei c. 

Auf jeder durch C gehenden Geraden y gibt es offenbar vier 
Punkte (Fig. 13), für welche die Abstände vom Kreise und von der 


Geraden g in demselben Verhältnis - — e stehen, und zwar zwei 


Punkte P,, für welche die Abstände vom Kreise nach außen zu ge- 
messen sind, und zwei Punkte P,, für welche die Abstände vom 
Kreise nach innen zu gemessen sind. 
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Aus d,=ed, folgt 

für die Kurvenpunkte P,, mit positiver Abszisse (Fig. 14) 

Vv(e— x) +ty?—r=ex bez. (l—e)x’+y?—2(cter)xte®—r?=o, 
für die Kurvenpunkte P,, mit negativer Abszisse (Fig. 15) 

ve— x” +tyP —1r=—ex bez. 1-e)xX+P —2(c—enxte—r—=o, 
für die Kurvenpunkte P,, mit positiver Abszisse (Fig. 16) 

r— Y(ce—x”+y?=ex bez 1—-)x+yP? —2(c—enxtce—r—=o, 
für die Kurvenpunkte P,, mit negativer Abszisse (Fig. 17) 

r+ y(ce— x”? +tyP?=— ex bez. 1—-—e)x’+y?—2(cter)x+c? 


NE 


Fig. 14 Fig. 15 Fig. 16 Fig. 17 


Die Metridistante (e) des Kreises (x —c)?+y?=r? und der Geraden x—=o besteht aus 
zwei zur x-Achse symmetrisch liegenden Kegelschnitten mit den Gleichungen 

A1—e)x?+y?—2(ctenx+c—r?—=o bez. (x 2%)" en 

Hierbei ist von dem Doppelzeichen das obere bez. untere zu nehmen, je nachdem es 
sich um Metridistantenpunkte Paß handelt, für welche die Summe der im angegebenen Sinne 
gesetzten Indizes gerade oder ungerade ist. 


A. Metridistante (e< 1). 


Aus dem Vorhergehenden folgt: 
Die Metridistante (e<<1) des Kreises x — c)?+y?=1r? und der Geraden x—=o besteht 
aus zwei zur x-Achse symmetrisch liegenden Ellipsen mit den Gleichungen 


=) 
(rtec)% (rte  — 


(1— ed 120% 


BIER: = u T. ,‚ der Exzentrizität 
1— e y1 —g? 


Die erste Ellipse mit den Halbachsen a, = 


Me = m z und der Mittelpunktsabszisse u, — nn bezieht sich auf die Kurvenpunkte 
& ‘ £ s T—ec r—ec 
P,, und P,,, die zweite Ellipse mit den Halbachsen a, = TEE, re ne: denne 
ein — eg? 
e(r— ec) c—er 


—— und der Mittelpunktsabszisse u, — - bezieht sich auf die 


1— e? 
Kurvenpunkte P,, und P;,. 


zentrizität e, = KiraeR) 


a —=e, und c— = I > —e, folgt ferner: 


Je ein Brennpunkt beider Ellipsen fällt mit dem Mittelpunkte C des Kreises zusammen. 


Für c>r und e<{1 können Kurvenpunkte mit 
negativen Abszissen nicht auftreten, d. h. in diesem 
Falle bezieht sich die erste Ellipse auf diejenigen 
Kurvenpunkte P,, deren Abstände vom Kreise nach 
außen zu gemessen sind, die zweite Ellipse auf die- 
jenigen Kurvenpunkte P,, deren Abstände vom Kreise 
nach innen zu gemessen sind. 

Um die Ellipsen zu zeichnen (Fig. 18), fälle man 
vom Kreismittelpunkte C auf die Gerade g das Lot CD 
Fig. 18 (e—4) und bestimme auf CD _ die Punkte P,, PurPamn 

deren Abstände vom Kreise und von der Geraden im 


Aus u, — Cc= 


Verhältnis ——e<I stehen. Ihre Abszissen a‘, a“, ß‘, ß“ haben nach Konstruktion 


Re he EC EN LCE 
folgende Werte: [04 wer [04 De ß Bi ß ner’ 
ee BIS DIMEOH er. r RAU HIGENL) 
Nun ist > Bi ai > ee AU —0 oT gan 
[7 d 2it, E0) 4 4 : + d 4 
B"— ß'= a 2a d.h. P,' und P,“ sind Scheitelpunkte der ersten, P,‘ und P,“ der 


zweiten Ellipse. 

Für den besonderen Fall c=tr ergibt sich: 

Die Metridistante (e<<1) des Kreises «x — r)?+ y?=r? und seiner Tangente x=o be- 
steht aus zwei zur x-Achse symmetrisch liegenden Ellipsen 


en 

ImE A Ye ER | 

r? tee 
df9? I1te 


bi > La r, der Exzentrizität 


Die erste Ellipse mit den Halbachsen a, = 1 


N 
1—e’ 
= und der Mittelpunktsabszisse = 
deren Abstände vom Kreise nach außen zu gemessen sind, die zweite Ellipse mit den Halb- 

r 18 
achsen ea De I 


bezieht sich auf die Kurvenpunkte P,, deren Abstände vom Kreise nach innen 


bezieht sich auf die Kurvenpunkte P,, 


:r,sderiExzentriziafe — und der Mittelpunktsabszisse 


er 
l+e 
ST 

ee 
zu gemessen sind. 

Beide Ellipsengleichungen ergeben für x=o den Wert y„=0, d.h.: 

Bei beiden Ellipsen fällt ein Scheitelpunkt mit dem Berührungspunkte der Kreistangente 
zusammen. 
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Ist c<{r, schneidet also die Gerade g den Kreis, so gehen beide Ellipsen durch die beiden 
Schnittpunkte zwischen Kreis und Gerade hindurch, denn aus den anfangs gefundenen 


Gleichungen (I—e?)x?+y?—2(cter)x+.c: 


r?—= 0 folgt für <—=o sofort „ =r? —.c2. 
Für c=o ergibt sich (Fig. 19): 

Die Metridistante (e <<1) des Kreises x?+ y?=1r? 

und seines Durchmessers x—=o besteht aus zwei 

zur x-Achse symmetrisch liegenden gleichen 


ZA EL. 
(x EE y? 
Ellipsen er + SE —=] mit den Halb- 


(1—e2)? 1—e? 


r 
achsen a—= b=-77—— und der Exzen- 
vVil-e? 


r 
1—e2’ 


N er 
trizität e —= er 


Die erste Ellipse mit der Mittelpunktsabszisse u, = + bezieht sich auf die Kurven- 


punkte P,, mit positiven Abszissen, deren Abstände vom Kreise nach außen zu gemessen 
sind und die Kurvenpunkte P,, mit negativen Abszissen, deren Abstände vom Kreise nach 
innen zu gemessen sind, die zweite Ellipse mit der Mittelpunktsabszisse Mi nes a da- 
gegen auf die Kurvenpunkte P,, mit negativen Abszissen, deren Abstände vom Kreise nach 
außen zu gemessen sind und die Kurvenpunkte P,, mit positiven Abszissen, deren Abstände 
vom Kreise nach innen zu gemessen sind. 

Aus u == re folgt: 

Je ein Brennpunkt beider Ellipsen fällt mit dem Mittelpunkte des Kreises zusammen. 


Ist endlich r—=0, so ergibt sich eine Ellipse mit den Halbachsen ee u 
1 Te7 e? v1- e? ) 
der Exzentrizität e— a und der Mittelpunktsabszisse u = os in Übereinstimmung 


mit Abschnitt II. 


B. Metridistante (e >1). 

Aus den allgemeinen Entwicklungen folgt: 

Die Metridistante (e>>1) des Kreises (x — c)?+y?==r? und der Geraden x— 0 besteht aus 
zwei zur x-Achse symmetrisch liegenden Hyperbeln mit den Gleichungen 


(x+ ter) y? 


er UL SR Ar 
(ectr)2 leer, ; 
(e2— 1): er} 
Die erste Hyperbel mit den Halbachsen a,= an De em der Exzentrizität 


Eee Ve-1 
a... und der Mittelpunktsabszisse De bezieht sich auf die Kurven- 


1 
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punkte P,, und P,,, die zweite Hyperbel mit den Halbachsen =, a 
wu Ren, 
der Exzentrizität e, ae und der Mittelpunktsabszisse =— bezieht sich auf 
die Kurvenpunkte P,, und P;,. 
e(ec+r) e(E C — “ 


—-—=e& unde—p= ———=e, ergibt sich ferner: 


u | &? — 
Je ein Brennpunkt beider Hyperbeln fällt mit 1 Mittelpunkte des Kreises zusammen. 
Endlich folgt für die Winkel g, welche die 
-‘ Asymptoten beider Hyperbeln mit der Ab- 


Aus c— u, = 


m szissenachse bilden, tang g, = 2 —YVe!-1 


und tang 92 —ye-1 :—1,d.h.: 


Hyperbeln sind parallel. 

Um die Hyperbeln zu zeichnen (Fig. 20), 
fälle man vom Kreismittelpunkte C auf die 
Gerade g das Lot CD und bestimme auf 
demselben die Punkte P,‘, P,“, P,‘, P,“, deren Abstände vom Kreise und von der Geraden 


Im Die nenlembn Asymptoten beider 


Fig. 20 (e=2) 


im Verhältnis =—e>1 stehen. Ihre Abszissen a’, a“, ß‘, ß“ haben nach Konstruktion 


WALL —T RS ENSER| ENTE REN 1 
folgende Werte: De RT He ee B—= 13 ß ZH: Nun ist 
RE E 2er aa Her 
a ee a ee 

BrHBeNBe cC—er 


De a nl d.h. P,’ und P,“ sind die Scheitelpunkte der ersten, P,‘ und P,“ die 


der zweiten Hyperbel. 

Für den besonderen Fall c=r ergibt sich: 

Die Metridistante (e>1) des Kreises (x —r)?+y?=r? und seiner Tangente x—=o be- 
steht aus zwei zur x-Achse symmetrisch liegenden Hyperbeln mit den Gleichungen 


Er 
* 271 Year 
ee 
(ea)? el 
| ut Ri . 
Die erste Hyperbel mit den Halbachsen = — p b Vo .r, der Exzentrizität 
an und der Mittelpunktsabszisse = — „bezieht sich auf die Kurvenpunkte P,, 
i 2 ; E | 

und P;,, die zweite Hyperbel mit den Halbachsen intel ne -r, der Exzen- 
trizität rs | und der Mittelpunktsabszisse u; = —— 7 bezieht sich auf die Kurvenpunkte 


Pirandrpe: 


Beide Hyperbelgleichungen ergeben für x—=o den Wert y=o, d.h.: 

Bei beiden Hyperbeln fällt ein Scheitelpunkt mit dem Berührungspunkte der Kreis- 
tangente zusammen. 

Ist c<<r, schneidet also die Gerade g den Kreis, so geht von jeder Hyperbel ein Ast 
durch die beiden Schnittpunkte von Kreis und Gerade, denn aus den anfangs gefundenen 
Gleichungen (? —1)x?— y?+2(ctenx— c?+r?—=o folgt für x=o sofort „n =r?—.c}. 

Für c=o ergibt sich (Fig. 21): 
N Die Metridistante (e>1) des Kreises 
BAR x?+y?=r? und seines Durchmessers x—=o 


besteht aus zwei zur x-AÄAchse symmetrisch 
liegenden gleichen Hyperbeln 
D er 2 
IF >= Y z Prı P as) y? 
MRS te 
“A N (e? — 1)? e?—1 
IS 
Mn { R r 
// 2 mit den Halbachsen a= Des 
TR | chsen ESS, ee 
I er 
Fig. 21 (e—=8) und der Exzentrizität em nr 
Die erste Hyperbel mit der Mittelpunktsabszisse u,— ee bezieht sich auf die 


Kurvenpunkte P,, mit positiven Abszissen, deren Abstände vom Kreise nach außen zu ge- 
messen sind, und die Kurvenpunkte P,, mit negativen Abszissen, deren Abstände vom Kreise 
er 
e—1 
dagegen auf die Kurvenpunkte P,, mit negativen Abszissen, deren Abstände vom Kreise nach 
außen zu gemessen sind und die Kurvenpunkte P,, mit positiven Abszissen, deren Abstände 

vom Kreise nach innen zu gemessen sind. 
Aus u=+-e folgt: 
je ein Brennpunkt beider Hyperbeln fällt mit dem Mittelpunkte des Kreises zusammen. 
ec 


Ist endlich r=o, so ergibt sich eine Hyperbel mit den Halbachsen er 


nach innen zu gemessen sind, die zweite Hyperbel mit der Mittelpunktsabszisse u; —=+ 


b= 


2 
der Exzentrizität ee unditder Mittelpunktsabszisses u= — — —. in 


SR 
Fe 2 —1 
Übereinstimmung mit Abschnitt II. 

C, Aequidistante. 


Aus den allgemeinen Gleichungen (1—e?)x?+y?—2(cter)x +0? —-r?=ofolgtfüre=1: 
Die Aequidistante des Kreises (x — c)?+ y?=r? und der Geraden x—= 0 besteht aus zwei 
zur x-Achse symmetrisch liegenden Parabeln mit den Gleichungen „?=2(c+ le 
Die erste Parabel mit dem Parameter p,—=c+r und der Scheitelpunktsabszisse 


u; - bezieht sich auf die Kurvenpunkte P,, und P,,, die zweite Parabel mit dem Para- 
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meter p—=c—r und der Scheitelpunktsabszisse an bezieht sich auf die Kurven- 


punkte P,, und P3,. 


Aus mt+g=ec und mt+g=c folgt: 


Die Brennpunkte beider Parabeln fallen mit dem Mittelpunkte C des Kreises zusammen. 


Für c>r können Kurvenpunkte mit negativer Abszisse nicht auftreten, d. h. in diesem 
Falle bezieht sich die erste Parabel auf diejenigen Kurvenpunkte P,, deren Abstände vom 
Kreise nach außen zu gemessen sind, die zweite Parabel auf diejenigen Kurvenpunkte P;, 
deren Abstände vom Kreise nach innen zu gemessen sind. 

Für einen Punkt P, der ersten Parabel y„P’—=2(c+r) (x— -) ist (Fig. 22) BA=FI 


2 
also2auch!F, AT r=BR,D, rt, d.h: 

Die Direktrix A, der ersten Parabel verläuft, parallel zur Geraden g, im Abstande r 
von dieser. 

Wenn es daher gestattet ist, einen beliebigen um den Brennpunkt einer Parabel ge- 
schlagenen Kreis als einen „Brennkreis“ der Parabel zu be- 
zeichnen, so gilt: 

Die Parabel ist die Aequidistante zwischen einem beliebigen 
Brennkreise vom Radius r und der zugehörigen „Brennkreis- 


direktrix A welche man erhält, wenn man die „Brennpunkt- 


direktrix A,“ parallel zu sich selbst dem Brennpunkte der Parabel 
um den Betrag r entgegenrückt. 

je größer der Brennkreis wird, um so mehr nähert sich die 
Brennkreisdirektrix A, der y-Achse. Berührt endlich der Brenn- 


kreis die Parabel, ist also c=[r, so fällt die Brennkreisdirektrix 
mit der y-Achse zusammen, und es gilt: 

Die Aequidistante eines Kreises und einer seiner Tangenten, 
bezogen auf solche Punkte, deren Abstände vom Kreise nach 
außen zu gemessen werden, ist eine Parabel mit der Gleichung 
y?—=4rx in bezug auf den Berührungspunkt als Nullpunkt und die Tangente als 
Ordinatenachse. 


Fig. 22 


Die zweite Parabel y„=2(c—r) (an schneidet den Kreis in zwei zur x-Achse 


symmetrisch gelegenen Punkten mit der gemeinsamen Abszisse Zr. 

Dies folgt ohne weiteres daraus, daß, weil die zweite Parabel die Aequidistante für 
solche Punkte ist, deren Abstände vom Kreise nach innen zu gemessen werden, für einen 
der Schnittpunkte P, der Abstand 2r von dem diametral gegenüberliegenden Kreispunkte A 
gleich seinem Abstande P, D, von der Geraden g sein muß. 

Ist c=tr, so ergibt die Gleichung der zweiten Parabel y=o und x==r, also die 
Koordinaten des.Kreiszentrums, d. h.: 

Die Aequidistante eines Kreises und einer seiner Tangenten, bezogen auf solche Punkte, 
deren Abstände vom Kreise nach innen zu gemessen werden, ist der Kreismittelpunkt. 
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Für c<<r (Fig. 23) sind die Gleichungen der beiden Parabeln y„?—=2(r+.c) (+) 
und „= —2(r— c) (x m...) 

Die erste Parabel mit dem Parameter p,—=r+tc und der Scheitelpunktsabszisse 
M=-—.— bezieht sich auf die Kurvenpunkte P,, mit positiven Abszissen, deren Abstände 
vom Kreise nach außen zu gemessen sind und die Kurvenpunkte P,, mit negativen Abszissen, 
deren Abstände vom Kreise nach innen zu gemessen sind. Die 
zweite Parabel mit dem Parameter p, =r— c und der Scheitelpunkts- 
abszisse 1, 1I8, bei welcher die positive Richtung der x-Achse 
derjenigen der ersten Parabel entgegengesetzt ist, bezieht sich auf 
die Kurvenpunkte P,, mit negativen Abszissen, deren Abstände vom 
Kreise nach außen zu gemessen sind und die Kurvenpunkte P,, mit 
positiven Abszissen, deren Abstände vom Kreise nach innen zu ge- 
messen sind. 

Für x= 0 folgt aus beiden Gleichungen y, =r?—.c2, d.h.: 

Beide Parabeln gehen durch die beiden Schnittpunkte des’ 
Kreises mit der Geraden g hindurch. 

Busse o=eroibiisich: 
Die Aequidistante des Kreises x?+ y?—=r? und seines Durchmessers x—= o wird gebildet 


Fig. 23 


von zwei gleichen Parabeln mit den Gleichungen »—t2r(2:65), welche durch die 


Schnittpunkte des Kreises mit der Geraden hindurchgehen und sich an dieser spiegeln. 
Ist endlich r=o, so erhält man als Aequidistante zwischen dem Punkte P(c,o) und 


der Geraden x—o eine Parabel von der Gleichung y?=2c(x—%) in Übereinstimmung 


mit Abschnitt II. 


Eine frühere, sehr kurze Behandlung des Problems der Aequidistante Kreis - Gerade 
findet sich in der eingangs erwähnten Abhandlung von Frolov (S. 237). Frolov behandelt 
den Fall Kreis-Sekante synthetisch. Für den Fall, daß die Gerade den Kreis nicht schneidet, 
entgeht ihm die eine der beiden Parabeln: „si la droite ne coupe pas le cercle, il n’y aura 
qu’ une seule parabole, dont le param£tre est p=R-+e“ (in der vorstehenden Bezeichnungs- 
weise pı = LI. C). 


VI. Zwei Kreise. 


Die Radien der beiden gegebenen Kreise seien r, und r,, ihr Zentralabstand sei c. 
Man wähle ein rechtwinkliges Koordinatensystem, dessen Nullpunkt im Mittelpunkte C, 
des Leitkreises (r,) liegt und dessen Abszissenachse 
durch den Mittelpunkt C, des Leitkreises (r,) geht. 
Aus d,=ed, folgt: 

1. für die Kurvenpunkte P,, deren Abstände von den 
beiden Kreisen gleichsinnig, d. h. bei beiden Kreisen 
nach außen zu oder bei beiden Kreisen nach innen 
zu gemessen werden (Fig. 24), 
ve—-s”®+tyP Ir, =e(Yx?®+y?Tr,), bez. nach 
wiederholtem Quadrieren 
(ee —1)&®+y9)+2cx+(r, —er,)? — c?? — 4e?(t, —er,) (X? y)=0, 

2. für die Kurvenpunkte P,, deren Abstände von den beiden Kreisen ungleichsinnig, d.h. bei 
dem einen Kreise nach außen zu, beim anderen nach innen zu gemessen werden (Fig. 25), 

ve—x)+y?Er,=e(Yx?+y?+r), bez. nach wiederholtem Quadrieren 
le — )(&+y)r2cxHtft, ter)? — 22? —4Ae?(r, Fer, Dee 
Die Metridistante (e) der Kreise (x—c)?+y?=r; und x?+y?=r; besteht im all- 
gemeinen aus zwei zur x-Achse symmetrischen bizirkularen Kurven vierter Ordnung mit den 

Gleichungen [(e?— 1) (x®+y?)+2cx+(r, +er,)’— ce?’ — 4e?(r, 1 er,)(x?+y?)—=o0, wobei 

von den Doppelzeichen das obere bez. untere zu nehmen 

ist, je nachdem die Abstände der Kurvenpunkte von den 
beiden Leitkreisen gleichsinnig bez. ungleichsinnig ge- 
messen werden. 

Aus den gefundenen Gleichungen folgt für r,=0, r,=r 

(e? —1)(&+y2)+2cx+ (er? — ce)’ — 4er? (x? +y9)=o0 

als Gleichung der Metridistante (e) Punkt-Kreis in Über- 

Fig. 25 einstimmung mit Abschnitt IV und für ,—=o, 1,=0 
A (e —1)(x?+y?)+2cx— c?=o oder 
(ae -£5) pen als Gleichung der Metridistante (e) Punkt-Punkt in Über- 


einstimmung mit Abschnitt I. 
Die gefundenen allgemeinen Gleichungen lassen erkennen, daß wesentliche Verein- 

fachungen nur für die Fälle 

A) =et, sowie: gleichzeiig’re— TI Lets, 

B)) r,=er, bei beliebigem c für solche Metridistantenpunkte P,, deren Abstände von den 
beiden Kreisen gleichsinnig gemessen werden, und 

CHuer] 

zu erwarten sind. 


Fig. 24 
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Newton (a. a. O.) zeigt, daß das Kartesische Oval als die Metridistante zweier Kreise 
aufgefaßt werden kann. 

Nach der Darstellung bei Gino Loria „Spezielle algebraische und transzendente ebene 
Kurven“, 1910, 1. Band, S. 175 f.f. ergibt sich unter Beibehaltung der bisherigen Bezeichnungs- 
weise folgendes (Fig. 26): 

Gegeben seien zwei Punkte F,,F, und eine Gerade g, welche F,F, in A schneide- 
Um F, beschreibe man mit beliebigem Radius einen Kreis, welcher F,F, in B schneide. 
Auer 
SPpe 
ferner AD=AF, ab. Beschreibt man endlich um F, einen 
Kreis vom Radius CD, so schneidet er den ersten Kreis in 
einem Punkte P eines Kartesischen Ovals. 

Auf Grund dieser Konstruktion ist 


ee Ne - IE 
R,P=,—RB-BRA+AB=BRA——-AC. 


Hieraus folgt n, tm, =m BRA—n.F,A bez. 
nl,+ml,—=K (konstant), d. h. das Kartesische Oval ist der 
Ort derjenigen Punkte P, deren Abstände |, und |, von zwei 
festen Punkten F, und F,, multipliziert mit zwei gegebenen 
Zahlen n und m, eine konstante Summe haben. Nun kann man auf unendlich vielfache Weise 
zwei Strecken r, und r, so bestimmen, daß nr, mr, =K bez. nl, tml,=nr, +mp, ist. 
l,—r, m 


Hieraus folgt: nl, —r,)=— m(,—r), d.h —=—-—-=e. 
l,— nr n 


Auf g bestimme man den Punkt C so, daß -—— konstant sei und trage auf g 


Fig. 26 


Sind endlich r, und r, die Radien zweier um F, und F, geschlagenen Kreise, so sind 
l,—r, =d, bez. l,—r,—=d, die Abstände des Punktes P von diesen Kreisen, und aus 


De folgt, daß die Metridistante der beiden Kreise ein Kartesisches Oval ist. 
2 


A. Metridistante (e) für r, =er,, c=r, ter, —=2er,. 
In diesem Falle geht die erste der vorher aufgestellten allgemeinen Kurvengleichungen 
über in 
(e —1)(x?+y?)+4er,x— 4er; —0 bez. (x N n) ty ar), dl: 
& 1— e? (1— e?)? 
Die Metridistante (e) der Kreise (x«— 2er,)?+y?=e?r,; und x?®+y?=r; für solche 
Punkte P,, deren Abstände von den beiden Kreisen gleichsinnig gemessen werden, ist ein 


2e? : 
Te r, und der Mittelpunkts- 


zur x-Achse symmetrisch liegender Kreis mit dem Radius Ir 


2€ 
wert 
Die zweite der allgemeinen Gleichungen geht für r,=er,, c=2er, über in 
[e®—1)(x®+y?)+4er,x]?— 16e!r, (x? + y2)=0, woraus folgt: 


abszisse u — 
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Die Metridistante (e) der Kreise (x —2er,)?+y?=e?r; und x?+y?=r} für solche 
Punkte P,, deren Abstände von den beiden Kreisen ungleichsinnig gemessen werden, ist 
eine zur x-Achse symmetrische bizirkulare Kurve vierter Ordnung 

F(x,y)=(e? -1)?(x&?+ y?)?+8e(e?—1)1,x(x?+y?)—168?(e?—1)r; x? —16e!r,y?=o. 

Für die Koordinaten x,,y, der Schnittpunkte der Kurve mit den Achsen erhält man als 
Wurzeln der biquadratischen Gleichung (e?— 1)x5+8er,x,— 1682r;x,—=o die Werte 

de 4e 


Ku—0, XKo—0, —ırzhr Ku-ızziı bez. der biquadratischen Gleichung 


0) 


(e—1)?y,—16e!r, ya—o die Werte yy —0, Ya=0, ys—+ SE Io, Yo ze —. 19, deli 
Die Kurve hat im Nullpunkte des Koordinatensystems einen Doppelpunkt. 
Bildet man von F(x,y)=o die partiellen Ableitungen, so ergeben sich für x=0, y=0 
die Werte R=o, ,=0, FR, =—328?(e—1)r), F,=0, F,=— 32eir;. 


Die Richtung der Tangenten im Doppelpunkte bestimmt sich aus 


dy (es) (ee RE 
Fit2F, og, FR Na bez. Bl denmessist 5 tan E » 

und es gilt: 
Ist e<<1, so ist der Nullpunkt ein Knotenpunkt der Kurve, und die Richtungen der 


vie 


Tangenten im Knotenpunkte folgen aus tanga —-+ ; ist e>1, so sind die Tangenten 


im Doppelpunkte imaginär, die Kurve besitzt also einen isolierten Punkt im Koordinatenanfang. 
Da die Kurve symmetrisch zur x-Achse liegt, sind zur y-Achse parallele Tangenten 
in Betracht zu ziehen. Ist x=X eine zur y-Achse parallele Gerade, so ergeben sich für die 
Ordinaten y ihrer Schnittpunkte mit der Kurve aus 
ev)=(e— 1)?(M + y2)?+88(—1), (+ y2)— 1682 (e? —1)r; 12 — 16etr;, P?—=o 
die Werte 


1 
= gyW8en — 4e(® —1)r,A— (e? — 1% + 8e?r, Yer, [ee —(e?—1)Ay. 


Für sehr große A, und solange e von 1 verschieden ist, wird y imaginär, d.h.: 

Die Kurve ist ganz im Endlichen gelegen, solange e von 1 verschieden ist. 

Sind bei einer der Geraden x—=A von den vier Ordinaten ihrer Schnittpunkte mit der 
Kurve je zwei einander gleich, so ist die Gerade eine Doppeltangente der Kurve. In diesem 
Falle müssen je zwei Wurzeln der in y? quadratischen Gleichung zusammenfallen, die Dis- 
kriminante muß also verschwinden, d.h. e?r, — (e? — 1)%=o sein. Demnach gilt: 

Die Kurve hat, solange e von 1 verschieden ist, eine zur y-Achse parallele, reelle 


3 
Doppeltangente, welche im Abstande A, — m. r, von der y-Achse verläuft. 
Für die zur y-Achse parallelen Tangenten ist ferner tanga=SY—= = bez. 
2 


F,=y[(e? — 1)?x?+4 (8 — 1)? y?+4e(e — 1), x— 8etr}]=o also y=o 
Ber 4ee Ne ner], worin A wiederum den Abstand 
von der y- Achse bezeichnet. 


Dezaye 


PÄ! 


3 
Setzt man den Wert von y? in die Kurvengleichung F (x, y)=o0 ein, so folgt A, = -ı 2 


als Abstand der bereits bekannten reellen Doppeltangente. 
Setzt man dagegen y=o in die Kurvengleichung F(x,y)=o ein, so folgt 


(e— 1)%2+8er,%--16e?r; —o mit den Wurzeln A,,,; = t,, d.h. die Kurve hat, so- 


ze, 
Atze 
lange e von 1 verschieden ist, außer der zur y-Achse parallelen, reellen Doppeltangente 
4e 
ite” 


zwei weitere zur y-Achse parallele, reelle Tangenten in den Abständen A,,;, — von 


der y-Achse. 

Über die Schnittpunkte der vier Kurven ergibt sich folgendes: 

Da alle vier Kurven zur x- Achse symmetrisch sind, müssen etwa auftretende Schnittpunkte 
paarweise so angeordnet sein, daß je zwei von ihnen gleiche Abszissen & und entgegengesetzt 
gleiche Ordinaten haben. 

Aus den Gleichungen (x—2er,)?+y?=e?r; und x?+y?=tr,; der beiden Leitkreise 
ergibt sich für die gemeinsame Abszisse der beiden Schnittpunkte dieser Kreise der Wert 
se, 
ie, 2 

Soll dieser Wert die Abszisse reeller Schnittpunkte der beiden Kreise bedeuten, so muß 
&<r, sein. Dies ergibt die Bedingung 1+ 3e?<4e bez. 4 > + (e —3), also 4<e<I,d.h.: 


Die beiden Leitkreise («x — 2&r,)?+y?=e?r} und x?+y?=tr, schneiden sich in zwei 
zur x-Achse symmetrisch liegenden Punkten mit der gemeinsamen Abszisse E — ae re 
solange L<e<I ist. In den Grenzfällen e—=4 bez. e=1 berühren sich die beiden Leit- 
kreise von innen bez. von außen. 

Aus der Gleichung (x—2-— — r )+ eier 

s( 1— e? ? 3 (1—e?)?r; der Metridistante (e) für die 
Kurvenpunkte P,, deren Abstände von den beiden Kreisen gleichsinnig gemessen sind, einer- 
seits und den Gleichungen (x — 2er,)?+y?=e?r, bez. x®+y?—=r, der beiden Leitkreise 


andererseits ergibt sich in beiden Fällen für die Schnittpunktsabszissen der Wert 


2 
1198 1, d. h: It4<se=sI1l, so schneiden sich die beiden Leitkreise, und die 
Abe E 2 48 9 Fr 
Metridistante Br ) Ze Ser: r, der Kurvenpunkte P,, deren Abstände 


von den beiden Leitkreisen gleichsinnig gemessen sind, geht durch die beiden Schnittpunkte 


der Leitkreise hindurch. Die gemeinsame Abszisse der beiden Schnittpunkte aller drei 
1738? 


Kurven ist Bene I 


Im Grenzfalle e—=4, in welchem sich die beiden Leitkreise von innen berühren, berührt 
auch der Metridistantenkreis die beiden Leitkreise von innen; im Grenzfalle e=1, in welchem 
sich die beiden Leitkreise von außen berühren, sind Mittelpunktsabszisse und Radius des 
Metridistantenkreises unendlich groß, und er geht über in die Mittelsenkrechte der Zentral- 
linie der beiden Leitkreise. 
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Aus der Gleichung F(x,y)=o der Metridistante (e) für solche Kurvenpunkte P,, deren 
Abstände von den beiden Leitkreisen ungleichsinnig gemessen sind, und der Gleichung 
(x— 2er,)?+ y?=e?r; des ersten Leitkreises ergeben sich für die Abszissen der Schnittpunkte 


2 2 
beider Kurven die Werte 1° Ts.2undsee, ar ie 


Soll &, die Abszisse eines reellen Schnittpunktes zwischen den beiden Kurven sein, so 
2 
muB c— rn <&E <c+tr, bez. er, <et, <3er, sein, d.h. ig, also 48?<3e?+9 
und 3e?+9<12e? oder 1<e<3. 


Für die Abszissen der Schnittpunkte der Metridistante mit dem zweiten Leitkreise 


= 2 = 2 
x?+y?=r; ergeben sich die Werte en a r, und Be 1.7 
Soll &, die Abszisse eines reellen Schnittpunktes sein, so darf der absolute Betrag von 


1— 5 e? ee . | . h 
re rn, zunächst ist gleich- 


._, 2 
bedeutend mit (e+2” >,%,, also e>+t, die Forderung —_ 


(e— 2”? <5%, also e<1. Hiernach gilt: 

Ist +<e<<1, so schneiden sich die beiden Leitkreise (x—2er,)?+y?=e?r, und 
x’+y?=r,, und die Metridistante F(x,y)=o der Kurvenpunkte P,, deren Abstände von 
den beiden Kreisen ungleichsinnig gemessen werden, geht durch die beiden Schnittpunkte 
der Leitkreise hindurch. Dieselbe Metridistante schneidet ferner den ersten Leitkreis in zwei 
34e7 3) 
de 
falls 1<e<3 und den zweiten Leitkreis in zwei zur x-Achse symmetrisch liegenden 

1— 5e? 


Punkten mit der gemeinsamen Abszisse &, — anal falls +<e=<1. Im Grenzfalle e=3 


berührt die Metridistante den ersten Leitkreis von außen, im Grenzfalle =, den zweiten 


&, den Wert r, nicht überschreiten. Die Forderung 


,_>—r, dagegen bedingt 


zur x-Achse symmetrisch liegenden Punkten mit der gemeinsamen Abszisse &, = 1a, 


Leitkreis von innen. 
Wir betrachten zwei Spezialfälle der Kurve. 


a) Metridistante (e—}) für n=3 c=r, (Fig. 27). 


Aus den allgemeinen Entwicklungen folgt: 

Die Metridistante (e=}) der Kreise Kt und x?®+y?=tr, ist für solche 
Kurvenpunkte P,, deren Abstände von den beiden Kreisen gleichsinnig gemessen werden, 
ein Kreis («— 4 r,)?+y?—=#r;, für solche Kurvenpunkte P,, deren Abstände von den beiden 
Kreisen ungleichsinnig gemessen werden, eine zur x-Achse symmetrische bizirkulare Kurve 
vierter Ordnung 

Fyy)=9(x2+y2)2—481,x(x?+y?)+4813x2— l6r; y?=o. 

Die Koordinaten x,,y, der Achsenschnittpunkte der bizirkularen Kurve sind xy, —=0, 

X2=0, Xg=4hn, Ku=4n, Yız0, Ya=0, Ya——tRh, yu=ttr. 
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Die Kurve hat im Nullpunkte des Koordinatensystems einen Knotenpunkt. Die Tangenten 


im Knotenpunkte sind bestimmt durch tang „+ HE _4y3 ,‚ bilden also mit der 


x-Achse die Winkel 60° bez. 120°. 
Schreibt man die Kurvengleichung in der Form 


FX,y)=[3&?+y)—81r,x]—16r;(x?+y?)=o und führt Polarkoordinaten ein, so folgt 
Se — 81, cosp)?— 16r,—o bez. (3o—8r, cospT4n)(I3e — 81T, c0oSP—4r,)—=0, d.h.: 


Die Kurve besteht aus zwei 
Schleifen S, und S, mit den 


Radiusvektoren u (2c0osp-1) 


und = (2c0so+1). e, er- 


reicht seinen größten Wert &r, für 
p=0°, seinen kleinsten Wert o 
für p=60°; eo, erreicht seinen 
größten Wert Ar, für g=o0°, 
seinen kleinsten Wert o für =120°., 
Alle vier Kurven schneiden 
sich in zwei zur x-Achse sym- 
metrisch liegenden Punkten B mit 
der gemeinsamen Abszisse 
2 = 3e? Maar 
außerdem en die Metri- 
distante F(x,y)=o den zweiten 
Leitkreis (r,) in zwei weiteren zur 
x-Achse symmetrisch liegenden 


Punkten mit der gemeinsamen 
Fig. 27 (e=H) 1—5e2 I, 


Abszisse Es == Mn I, = — 8 
Für die Richtungen der Kurventangenten in den Schnittpunkten (0, + $#r,) von F(x,y)=o 
E \ 
mit der y-Achse findet man aus tang =) — u den sehr einfachen Wert tang ß —=2. 


Der Fundamentalpunkt F (s. Abschn. IV) von F(x,y)=o hat die Koordinaten 4 r,,0, 
fällt also mit dem Scheitelpunkte der inneren Schleife S, zusammen; F ist gleichzeitig der 
Mittelpunkt des Metridistantenkreises. 


Die zur y-Achse parallele reelle Doppeltangente der Metridistante F(x,y)=o hat von 


- r; 
der y-Achse den Abstand A, an er 
y15 
Setzt man diesen Wert in die Kurvengleichung für x ein, so erhält man y— aeg ER 


als Ordinaten der Berührungspunkte der Doppeltangente. Diese Werte sind sehr EN zu 
konstruieren. Verbindet man nämlich den Endpunkt A(— r,,0) des in die x-Achse fallenden 


Durchmessers des zweiten Leitkreises (r,) mit einem Schnittpunkte B der beiden Leitkreise, 


so ergibt sich AB= Var Vans 


Um die zur x-Achse parallelen Tangenten von F(x,y)=o zu bestimmen, verlege man 
den Koordinatenanfang in den Fundamentalpunkt F, substituiere also x=x, t+#r, y=Yyı, 
wobei die Kurvengleichung F(x,y)=o in 

G&,v)=21@& yo) Mr ev) 1287,82, oslberrene 
Für die zur x-Achse parallelen Tangenten ist tang a —{}: — — = —=p also 


8 r? 32 r’ 


G,=2108%7 4 108x, vr 288r.x, - 1287, oberes ıy 3 tar, Substituiert 
za 


man dies in G(x, yı)=o, so erhält man die Gleichung x} Han! or mit den 


Wurzeln x;ı -—— 3 (y3+ Degz7s —, (y 33 — 1), Lan. 
BIN 321.0 e ; 
Setzt man die Werte von x, inx/+y7 — 3 Far, ® ein, so erhält man schließlich: 
Xı 

Die Kurve hat in den Punkten x, = — 75 WERE aaa +13 668 — 11 v 33 ) 
und 205 (V 33 1) yo = Vs (69+11 y 33) zur x-Achse parallele, reelle 
Tangenten. 

Die Quadratur der Schleifen S, und S, ergibt 


3 EN 
3 8 [x 3 8 
Jı = 0, de=52r—3Y3)r,, = 0,dg=5(Aat3yHr,,d.h.: 
0 0 


Die Summe der Flächeninhalte beider Schleifen S, und S, ist Jı + J> ne 1 72 


b.-Metridistante (e=2) fürsr) =2r,, c- 4r..(L19,23): 
Aus den allgemeinen Entwicklungen folgt: 
Die Metridistante (e=2) der Kreise («—4r,)?+y?—=4r} und x?+y?=r;, ist für 
solche Punkte P,, deren Abstände von den beiden Kreisen gleichsinnig gemessen werden, 
64 


ein Kreis Kath, für solche Kurvenpunkte P,, deren Abstände von den 


beiden Kreisen ungleichsinnig gemessen werden, eine zur x-Achse symmetrische bizirkulare 
Kurve vierter Ordnung 

F(x,yJ)=9(x?+ y2)?+48r,x(x?4 y?) — 192r) x? — 25613 y?—=o. 

Die Koordinaten x,,y, der Achsenschnittpunkte der bizirkularen Kurve sind xy, =0, 


8 16 16 
Au nur nern le; Xu =— 88H, Ya, Ya, Yyae=ta, Nr 


Die Kurve hat im Nullpunkte einen isolierten Punkt; der Fundamentalpunkt F hat die 


Koordinaten u F ist gleichzeitig Mittelpunkt des Metridistantenkreises. 
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Schreibt man die Kurvengleichung in der Form [3 (x?+y?) + 8r, x]? — 256; (x? + y3)=o 
und führt Polarkoordinaten ein, so folgt (3e+8r, cos g)? — 256r; —o bez. 
3e+t8rcosp— 161r,)(3e+8r,cosp+t16r,)—=o, d.h. die Kurve besteht aus einem ge- 


schlossenen Zuge mit dem Radiusvektor e = = (2 — cos). 


e erreicht seinen kleinsten Wert 2 für = 0°, seinen größten Wert 81, für = 180°. 


Die Kurve schneidet den ersten Leitkreis (r,) in zwei zur x-Achse symmetrisch liegenden 


Punkten mit der gemeinsamen Abszisse &, — rar! gh- 
Um die zur x-Achse parallelen Tangenten von F(x,y)=o zu bestimmen, verlege man 
den Koordinatenanfang in den Fundamentalpunkt F, substituiere also x=X ah, y=yı, 


wobei die Kurvengleichung F(x,y)=o in 
G(&,yı)=27(x! + y})?— 864r? (x? +y7)+2048r; x, — 1280r,=o übergeht. 
Ehre u hER 


Für die zur x-Achse parallelen Tangenten ist tanga = -— 0, 
dx G; 
2 9 2 2 S 
ac, 108% ,.2108%, 9, — 11281. %,..20487, 0 bez x, ıy, - 16r, En: . Sub- 
1 
stituiert man dies in G(x,,yı)=0, So erhält man die Gleichung Ant = 


mit den Wurzeln 2 2 (Vaın, =s(y3+ln, ger; 


3 

Bir 
WB 
Die Kurve F(x,y)=o bez. G(x,,y,)=0 hat in den Punkten 


3 W3-Nn, yu=+3 V3@+H2YV3):5 
zur x-Achse parallele, reelle 
Tangenten. 

Sehr einfach gestaltet sich 
die Bestimmung der durch das 
Zentrum C, des ersten Leit- 
kreises (r,) gehenden Tangenten 
der bizirkularen Kurve F(x,y)=0o. 

Für den Winkel «a zwischen 
der Tangente im Kurvenpunkte 


Setzt man diese Werte von x, inx/+y;=16r; ein, so erhält man schließlich: 


% Sara MeV Sr und.der 
” x-Achse findet man aus 
td. y E 
tang SGB 


denaWertia- 120% d:.h:: 

Die Kurventangente im Punkte 
x 2f,, v=2Y3r, geht durch 
den Mittelpunkt C, des ersten 
Leitkreises (r,) und bildet mit og 


Fig. 28 (e=2) 
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und der Zentrallinie der beiden Leitkreise ein gleichseitiges Dreieck von der Seiten- 
länge Ar,. 
Die Sudan der bizirkularen Kurve ergibt 
2 


[vi dp -97 [erento ar aer, 


B. Metridistante (e) für r, =er,, bezogen auf solche Kurvenpunkte P,, deren Abstände 
von den beiden Leitkreisen gleichsinnig gemessen werden (Fig. 29). 


In diesem Falle geht die erste der allgemeinen Kurvengleichungen 
ETZHOTPDZErRT U Ten) ne eu 
über in (?— 1) (x®+y?)+2cx—c?=o oder («- ‚ty nn ae u BrorT d.h 
Die Metridistante (e) der beiden Kreise (x—c)?+y?=e?!r,; und x?®+y?=r; für 
solche Kurvenpunkte P,, deren Abstände von 
den beiden Kreisen gleichsinnig gemessen 
werden, ist ein zur x-Achse symmetrisch 
liegender Kreis mit der Mittelpunktsabszisse 
ec 
1—e:' 
Nach Abschnitt I ist dieser Kreis zu- 
gleich die Metridistante (e) der beiden Kreis- 
mittelpunkte C, und C,, d.h. es gilt: 

Die Metridistante (e) zweier Punkte C, 
ee und C, <(Apollonischer Kreis) ist gleich- 
zeitig die Metridistante (e) aller Kreise um C, und C,, deren Radien r, und r, in demselben 
Verhältnis e stehen, vorausgesetzt, daß die Abstände von den beiden Kreisen gleichsinnig 
gemessen werden. 


92 
ä 


= und dem Radius oe — 


C. Aequidistante. 

Für e—=1 gehen die allgemeinen Kurvengleichungen 

(ee —1)(x®+y)+2cx+t(r +er)’— c?]? ern) ıxy) - orübern 

4 —(t Fr] Al F)?yP—Ale— (cn Er)]extle®— (tn Fr)]?=o, 
woraus nach kurzer Umformung folgt: 

Die Aequidistante der beiden Kreise (x—c)?+y?=r; und x?+y?—r; wird gebildet 
von zwei zur x- Achse symmetrisch liegenden konfokalen Ellipsen bez. Hyperbeln mit den 


Gleichungen (x _ °) 
era) 2— (BR +1)? . 
4 + 


Hierbei ist von den Doppelzeichen das obere bez. untere zu nehmen, je nachdem die 
Abstände der Kurvenpunkte von den beiden Leitkreisen gleichsinnig (Pı) bez. ungleichsinnig 
(P,) gemessen werden. 


2 
zZ 
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Die Mittelpunktsabszisse der konfokalen Kegelschnitte ist u — z ihre Exzentrizität e — 5; 
die Mittelpunkte fallen also mit dem Mittelpunkte der Zentrallinie c der beiden Kreise zu- 
sammen, und die Mittelpunkte der Kreise sind die Brennpunkte der Kegelschnitte. 


a) Für c=o ergibt sich: 

Die Aequidistante zweier konzentrischer 
Kreise x+y?=r) und x?+y?=r,), wobei 
r, >r, sein möge, wird gebildet von zwei weiteren 


S i Teer): 
konzentrischen Kreisen ty 4 


b) Fir c<r,—r, ergibt sich (Fig. 30): 

Die Aequidistante zweier Kreise, deren 
kleinerer (x— c)?+ y?=r} vollständig im größeren 
x?+y?=r, liegt, wird gebildet von zwei kon- 
fokalen Ellipsen mit den Gleichungen 


(© 2 
| HH 2 ) y. Di 
Denen en) ce 
Fig. 30 ra ey] 
(© 2 
j (x-5) y 
c) Für c=r,—r, führe man die Gleichung jr ne —ls.der 
B: 4 
Kurvenpunkte P,, deren Abstände von den beiden Kreisen gleichsinnig gemessen werden, 
2 zes Zen? 
in die Polarform e =, P___ über. Hierbei ist p= ek und«e = — N 
1—xcosp a 2(r,—f,) a n-r 


Ally De c? 


also == =—% Elmzpalleze re rs ers ıst —o mit Ausnahme von 
ST 2, —n—ccosg) Aa = 
N u, für op 0% delle: 


Die Aequidistante der beiden sich berührenden Kreise [x—(r,—r,)?+y?=r/ und 
x?+y2—=r, besteht, wenn die Abstände von beiden Kreisen gleichsinnig gemessen werden, 
aus den Mittelpunkten C, und C, der beiden Kreise. 

C, ist die Aequidistante für den Punkt r,,o des Leitkreises (r,) und alle Peripherie- 
punkte des Leitkreises (r,), C, ist die Aequidistante für den Punkt r,,o des Leitkreises (r,) 
und alle Peripheriepunkte des Leitkreises (r,). 

Die Aequidistante der beiden Kreise dagegen für die Punkte P,, deren Abstände von 

e 2 
(25) y2 
den Leitkreisen ungleichsinnig gemessen werden, ist eine Ellipse — —ı A 
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d) Für „nn <c<r+tr, ergibt sich (Fig. 31): 
Die Aequidistante zweier sich schneidender Kreise (x —c)?+y?—r? und x’+y’—r? 
wird gebildet von einer Hyperbel 


für solche Punkte P,, deren Abstände von den 
beiden Leitkreisen gleichsinnig gemessen werden, 
und von einer konfokalen Ellipse 


(65) 
x 5 | y? e. 
kenn | EN 

4 4 


für solche Punkte P,, deren Abstände von den 
beiden Kreisen ungleichsinnig gemessen werden. 
Aus den Gleichungen (x—c)?+y?=r} und x®+y?=r; der beiden Leitkreise folgt 
92 2 SAN; 2 222 Be, 2 2 ER 219 
für die Koordinaten ihrer Schnittpunkte— "1, ee? 2 2 un u 
Werte erfüllen auch die beiden Gleichungen der Hyperbel und Ellipse, d. h.: 

Die beiden konfokalen Kegelschnitte gehen durch die Schnittpunkte der beiden Leit- 
kreise hindurch. 


Ist im besondern 1, =r,—=r, also o0<c<{2r (Fig. 32), so führe man die Gleichung 


Fig. 31 


Diese 


C 2 

(z-3) 
- A 3 -—] der Kurvenpunkte P,, deren Abstände von den beiden Leit- 
ie san Üfasitrk 

4 4 
kreisen gleichsinnig gemessen werden, in die Polarform e= 1 ee über. Hierbei 
i era len N e— (nn —-1)% h 
Sun ah und Re en also nen Dies geht für 
2 1. über. in 0== IT: als Gleichung der gemeinsamen Sekante der beiden Kreise. 


Hiernach folgt: 
Die Aequidistante zweier sich schneidender gleich großer Kreise (x — c)?+ y?’=r? 

und x?+y?=1r? ist für solche Punkte P,, deren Abstände 
von den beiden Kreisen gleichsinnig gemessen werden, die 
Potenzlinie der beiden Kreise, für solche Punkte P,, deren 
Abstände von den beiden Leitkreisen ungleichsinnig ge- 

c 
as 


r? 


vi 
Tape 


4 
Fig. 32 welche durch die Schnittpunkte der beiden Kreise hindurchgeht. 


messen werden, eine Ellipse 
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er Eür co 1, Erfolgt: 
Die Aequidistante der beiden Kreise [x— (,+r)?+y?=r} und z?+y?=r, für 
solche Punkte P,, deren Abstände von den beiden Kreisen gleichsinnig gemessen werden, 
C 2 
N 
Gear are 
4 
Zur Bestimmung der Aequidistante für diejenigen Punkte P,, deren Abstände von 
den beiden Leitkreisen ungleichsinnig gemessen werden, führe man die Gleichung 


c 2 
(x-5) 1 y? u Stnalat 3 pP 
Ta v—e ne rcose 
4 d 


ist eine Hyperbel 


über. Hierbei 


& Bern, cc Er CC Bear ene 
ist p= 2 pe und Me ah also reiner es Im Falle 
c=r+r, ist e=o mit Ausnahme von rtutt_. fig =ordh.: 


Die Aequidistante der beiden Kreise [x — (r, +r,)?+y?=r} und x?+y?=r} besteht, 
wenn die Abstände von den beiden Leitkreisen ungleichsinnig gemessen werden, aus den 
Mittelpunkten C, und C, der beiden Kreise. C, ist die Aequidistante für den Punkt r,,o des 
Kreises (r,) und alle Peripheriepunkte des Kreises (r,), C, ist die Aequidistante für den 
Punkt r,,o des Kreises (r,) und alle Peripheriepunkte des Kreises (r,). 


© 
: i Eee 5) ya : & 
Fürs, 1- 1, also c=2r führe man die Gleichung 5 le indie 
(tz an) hr 
4 
i Dge2 rer: erst 
Polarform e=. —  — über. Es ist p= —— "2,9. — 271 
1—xcosg a n-rn a n-p 
also e = En . FÜR Or, = > fe iIstaror = alas Polargleichung der 
n—hT+t(rR+tr)cosp cosp 


Potenzlinie der beiden Kreise. 
Dekürse 1.0: folgt (Fig. 33): 
Die Aequidistante zweier auseinanderliegender verschieden großer Kreise (x —c)?+y?=r; 
und x?+y?=r,; wird gebildet von zwei konfokalen 
c 
u N 


en: a 
4 4 


2 


Hyperbeln 


Für ,—=r,=r führe man die erste Hyperbel- 


gleichung über in die Polarform ee 


bet Ver RE 0 ea (A 
Eszist Da a es; also an Fee Im Falle 
a 
2. wel dc 


Die Aequidistante der beiden auseinanderliegenden, gleich großen Kreise (x — c)?+ y?—=r? 
und x?+y?=r? wird gebildet von der Potenzlinie der beiden Kreise für solche Punkte P\, 
deren Abstände von den beiden Leitkreisen gleichsinnig gemessen werden, und von einer 
x—;)® 
Hyperbel - ne Haie —] für solche Punkte P,, deren Abstände von den 
4 
beiden Leitkreisen ungleichsinnig gemessen werden. 


VII. Punkt und Parabel. 


Man wähle ein rechtwinkliges Koordinatensystem, in welchem die gegebene Parabel 


die Gleichung y} —=2px, und der gegebene Punkt P die 
Koordinaten a,b habe (Fig. 34). 
Aus ie bez. d’ —e?d; folgt alsdann 
a— x)’+(b—y’—=e’[x—x,)’+(yı—y)?] bez. 
e2x2—282xx,te?x/+e?y/ —2e2yy,te?y®—=(a—x)?+(b-y)2. 
Aus der Ähnlichkeit der Dreiecke QQ'N und TT‘L 
ergibt sich y: x, p—xX)=2xX;:Y, 
also yyy=2x,(x,t+p—.x). Substituiert man dies sowie 
Fig. 34 Ys==208, ein.der vorhergehenden Gleichung, so folgt die 
in x, quadratische Gleichung 


en. Re ae - [(a— x)?+(b—.y)?] mit den Wurzeln 
223 z 3230, 381 


=" +, Vve@-p IWF) 3a FB. 
Die Werte von x, sind einzusetzen in die aus dem Vorstehenden folgende Gleichung 
_ Ax Kı tPp—®)? 
Yı 
Die gesuchte Kurvengleichung vereinfacht sich wesentlich, wenn in den Substitutions- 
werten für x, der Radikand R ein vollständiges Quadrat ist. 
Um die Bedingungen hierfür zu finden, forme man den Radikanden um in 
R= (48?— 3) x?+3(e — 1)y?+2(3a—e?p)xt+6by+ (ep? —3a?—3b?). 
Soll dies ein”vollständiges Quadrat sein, also von der Form 
(Ax+By+CP=A?x2+- By? H2ABxyt2ACKZ 2BIy 0, 
so ergibt sich aus A-B=o zunächst die Bedingung 3 (42? —3)(e—1)=o, d.h. e! =|1, 


2 


bez. ya - x, X Tp—- X). 
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=! bez., da nur positive Werte von e in Betracht kommen, eg, —=1, &, en Da e, im 
Radikanden den Koeffizienten = von y? ergibt, bleibt die Möglichkeit, daß der Radikand ein 


vollständiges Quadrat werde, nur übrig für e—=1, d.h. für die Aequidistante. In diesem Falle 
aber geht der Radikand über in x?+2(3a—p)x+6by+p?—3a?— 3b? Dies wiederum 
Baer korm haben («1 BıytCı®=x’+Biy?+2B,xyt2C,xF2B,CyrC.. Da 
das Glied mit y? fehlt, muß B,=o sein, also auch b=o. Aus C,=3a—p und 


Ci =p?—3a? folgt endlich (3a— p)?=p?—3a2 bez. a2a—p)=o,d.h. a,=o, 4=5. 
Hiernach gilt: 


Die Metridistante (e) Punkt-Parabel ist im allgemeinen eine Kurve sechster Ordnung. 


Sie vereinfacht sich allein in den beiden Fällen e=1, a=o, b=o und e=1, a5 DD —:0% 
d. h. als Aequidistante Parabel-Scheitelpunkt und Parabel-Brennpunkt zu Kurven dritter 
Ordnung. 


A. Aequidistante Parabel - Scheitelpunkt (Fig. 35). 
Für den Fall e=1, a=o, b=o erhält der Radikand R den Wert (x—p)2, es ist 


also x, = as Dies eingesetzt in y? — =: (x, +p—.x)? ergibt: 


Die Aequidistante Parabel-Scheitelpunkt ist eine zur x-Achse symmetrische Kurve 


dritter Ordnung mit der Gleichung y? —= ee p)’, also nach der Newtonschen Klassifikation 


ap * 
der Kurven dritter Ordnung eine divergente Parabel. 

Für x<{p ist y imaginär, d.h.: 

Die Kurve erstreckt sich von der Geraden x=p an ins Unendliche. 

pet! 2 

Aus y?=57,&—P) folgt ferner v3 undoy — SER Solange x>>p ist, 
hängt das Vorzeichen von y“ hiernach lediglich von y ab, d.h.: 

Die Kurve ist für positive y nach oben konkav, für 
negative y nach oben konvex, und zwar ist der konkave 
Zweig der Aequidistante dem konkaven Teile der Parabel, 
der konvexe Zweig der Aequidistante dem konvexen Teile 
der Parabel zugeordnet. 


Bildet man von F(x,yJ)=y?—- —--(X—p)’=o die 


3” 
partiellen Ableitungen für x=p, y=0, so erhält man F,=o, 
FR=oub ro om 2 ash, Bro, d.h: 
Die Kurve hat im Punkte x=p, y==o eine Spitze. 
Da die Kurve symmetrisch zur x-Achse ist, müssen 
ihre Schnittpunkte mit der Parabel symmetrisch zur x-Achse 


liegen. Aus Ye, 2 (x—p)?’=2px erhält man die 


Fig. 35 27p 
Gleichung x? — 3 px? — ei p?2x—p?=o mit der positiven Wurzel —— FR ; iuar Disdahe: 


2 


Die Kurve schneidet die Parabel in zwei zur x- Achse symmetrisch liegenden Punkten 


mit der Abszisse ee p 


Bemerkenswert ist, daß die Ordinaten y der Aequidistante zu den a n der 


Evolute der Parabel (Neilsche Parabel), deren Gleichung bekanntlich n? — 375 (x — p)? 


1 n 
in der Beziehung y v2 stehen. 

Den zum Parabelpunkte Q gehörigen Kurvenpunkt P findet man konstruktiv als Schnitt- 
punkt der Parabelnormalen QP mit der Mittelsenkrechten t der Parabelsehne OQ. t ist 
gleichzeitig Aequidistantentangente in P, denn hätte t außer P noch einen weiteren Punkt P‘ 
mit der Aequidistante gemeinsam, so müßte QP‘ eine weitere Parabelnormale in Q sein. 
Hieraus folgt ferner: 

Die Aequidistante Parabel-Scheitelpunkt ist die Enveloppe der Mittelsenkrechten aller 
durch den Scheitelpunkt gehenden Parabelsehnen. 


B. Aequidistante Parabel - Brennpunkt (Fig. 36). 


2 
Für den Fall e=1, a b=o erhält der Radikand R den Wert ( x+5) „es ist 


u 
DR 


also en Dies eingesetzt in y=ox (st p— 28 ergibt: 


Die Aequidistante ER a ist eine zur x-Achse symmetrische Kurve dritter 


De (4x— p)(2x—5p)? bez. 
F(x,y)=108p y?— 16x?+84px?— 120p?x-+25p?=0. 


Ordnung mit der Gleichung y?—= — — 


Bildet man von F(x,y)=o die partiellen Ableitungen für x) p, y=0, so erhält man 
n=0,5 0,1 >. -12p,.5, 0, Le 210082 Dresegwyerte 


in Fu+2F, 07 u) —0 eingesetzt, ergeben 1 —tanga—+ 2, dene 


Die Kurve hat im Punkte op, y=o einen Knotenpunkt. Die Tangenten im Knoten- 
punkte bilden mit der x-Achse die Winkel 30° bez. 150°. 
Setzt man den aus F,=o folgenden Wert x=p in F(x,yJ=o ein, so ergibt sich 


y-t$. Für diese Werte von x und y ist aber F,—=72p, ,—=-+ 108p2, d.h.: 
Die Kurve hat für x=p die Extrema y-t5 


x pP 


Aus 6 folgt für x—=p der Wert x,—=--, den beiden Extremalpunkten E 


Do 


sind also die Parabelpunkte B (5,+P) zugeordnet, d.h.: 


Die beiden Extremalpunkte E der Kurve sind die vom Brennpunkte F und von den 
Endpunkten B der Brennpunktsordinaten gleichweit entfernten Punkte der Kurve. 
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Da die Kurve symmetrisch zur x-Achse ist, müssen ihre Schnittpunkte mit der Parabel eben- 
falls symmetrisch zur x-Achse liegen. Aus y?—= 1080 (16x?— 84px?+120p?x— 25p?)—=2px 
erhält man die Gleichung x? — = px? —6p?x— rn p?=o mit der positiven Wurzel 


25 
q4P sejıes 


Die Kurve schneidet die Parabel in zwei zur x-Achse symmetrisch liegenden Punkten mit 


der Abszisse E -7p. Daxı En 


für x— r p den Wert x,=4p annimmt, 
so sind die Schnittpunkte vom Brenn- 
punkte und von den Parabelpunkten 
mit der Abszisse x—=4p gleichweit 
entfernt. 

Zur graphischen Darstellung des 
einem beliebigen Parabelpunkte Q@ zu- 
geordneten Kurvenpunktes P konstruiere 
man die Parabelnormale in @ und die 
Mittelsenkrechte t des Leitstrahles FdQ. 
Diese Mittelsenkrechte ist dann gleich- 
zeitig Tangente im Kurvenpunkte P, 
denn hätte t noch einen weiteren 
Punkt P‘ mit der Kurve gemeinsam, 
so müßte außer QP auch QP' Parabel- 
normale im Punkte Q@ sein. Hieraus 
folgt ferner: 

Die Aequidistante Parabel -Brenn- 
Fig. 36 punkt ist die Enveloppe der Mittelsenk- 

rechten aller Leitstrahlen der Parabel. 


Die Gleichungen der beiden Aequidistanten Parabel -Scheitelpunkt und Parabel-Brennpunkt 
sind anscheinend zuerst aufgestellt worden von Frolov 1894 in der eingangs erwähnten Ab- 
handlung „Sur les courbes &quidistantes“. 

Frolov behandelt die beiden Aequidistantenprobleme direkt, d. h. ohne Bezugnahme auf 
den allgemeinen Fall der Metridistante.*) Er leitet lediglich die beiden Gleichungen ab und 
weist nur bei der Aequidistante Parabel -Scheitelpunkt außerdem noch auf die Beziehung zur 
Neilschen Parabel hin. 

Dieselben beiden Aequidistanten werden, anscheinend unabhängig von Frolov und eben- 
falls ohne Bezugnahme auf den allgemeinen Fall der Metridistante, angegeben in den weiter 


*) ]I est utile de rechercher quelles sont les courbes de degres superieurs au deuxieme degre qui sont 
des &quidistantes de deux conductrices. Le cas le plus simple est celui oü les conductrices sont une parabole 
et ıın point situ sur son axe. Nous nous bornerons ici & deux cas... l’equidistante d’une parabole et de son 
foyer.., et l’&quidistante entre une parabole et son sommet. Frolov, 1. c.S. 238. 
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erwähnten Beiträgen von Retali (Mathesis 1908), Gaedeke (Mathesis 1910) und Barisien 
(Mathesis 1910). Gaedeke und Barisien geben als besonders bemerkenswert den Hinweis 
auf eine interessante Beziehung der Metridistante Parabel-Brennpunkt zur Trisektrix von 
Catalan, welche im folgenden dargelegt werden soll. 

Es sei gestattet, zunächst über die weniger bekannte letztgenannte Kurve im Anschlusse 
an Loria, 1. c., I, 90 zu berichten. 

Man bezeichnet als Fußpunktkurve T', einer gegebenen Kurve T, in bezug auf einen 
gegebenen Punkt F den geometrischen Ort der Fußpunkte aller von F auf die Tangenten 
von T', gefällten Lote.e Umgekehrt heißt die Kurve IT’, die negative Fußpunktkurve der 
Kurve I'),. 

Es sei nun (Fig. 37) F der Brennpunkt, S der Scheitelpunkt, p der Parameter einer 
Parabel I',, Q ein beliebiger Parabelpunkt mit dem 
Radiusvektor r und QN die Parabelnormale in Q. 


Man konstruiere zu @ das Rechteck FQPN, 
von welchem FQ==r eine Seite ist und dessen 
eine Diagonale QN mit der Parabelnormalen in Q 
zusammenfällt. Alle Punkte P, welche mit den 
Parabelpunkten, Q durch die angegebene Kon- 
struktion verbunden sind, liegen auf einer Kurve I‘, 
und da es auf der Geraden QP außer P keinen 
zweiten Punkt dieser Kurve I‘, geben Kann, so 
ist QP Tangente von I‘, bez. ugk. I, die Enve- 
loppe aller Geraden QP. 

Da ferner FQ auf der Tangente QP von FT‘, senkrecht steht, so ist die Parabel F', die 
Fußpunktkurve von F',, bez. ugk.: die Kurve F',, d.h. der geometrische Ort der Punkte P, 
ist die negative Fußpunktkurve der Parabel I‘, in bezug auf deren Brennpunkt F. 

Die Kurve T', heißt nach ihrem Entdecker (1832) die Trisektrix von Catalan. Ihre 
Verwendbarkeit zur Dreiteilung eines gegebenen Winkels zeigt folgende Betrachtung (Fig. 37). 

Es seien r,# die Polarkoordinaten von Q sowie e,@ die Polarkoordinaten von P, in 
beiden Fällen bezogen auf die Parabelachse als Nullstrahl und den Parabelbrennpunkt F als 
Anfangspunkt. Zieht man QX‘ parallel zur Parabelachse, so ist a, =a,, da die Parabel- 
normale QN den Winkel FQX‘ halbiert. Ferner ist «,—=a, als Wechselwinkel, und da 
weiterhin CF und CQ als halbe Diagonalen des Rechtecks FNPQ gleich sind, auch a, = u. 


Fig. 37 


Aus der Gleichheit aller Winkel a folgt endiich «=8#+9—= we also # — as 
va 
bez. 840-3 oder Larp==3°. 


Legt man hiernach einen zu teilenden Winkel so mit dem Scheitelpunkte auf F, daß 
der eine Schenkel durch S geht und der andere Schenkel die Kurve F', in P schneidet, so ist 
ZQFP der dritte Teil des gegebenen Winkels, wenn Q der zu P gehörige Parabelpunkt ist. 

Die Gleichung der Trisektrix 1, als Enveloppe aller Geraden QP ergibt sich folgender- 
maßen: 

Ist A ein beliebiger Punkt der Geraden QP mit den Koordinaten x,y in bezug auf die 
Achse der Parabel als x- Achse und den Parabelbrennpunkt F als Nullpunkt und beachtet 


man, daß der Radiusvektor r eines Parabelpunktes Q(r,#) den Wert r—= irren hat, so 


erhält man aus xcos# + ysind=r für die Gerade QP die Gleichung 


=xcosd + ysind — P___.o, Bildet man noch 
1— cos® 
IKB p sin d 
gg sind Tycosdt SCHE so folgt als Parameterdarstellung der Kurve 
sin N cos S 
p(cos#—cos28) p 2 _P(sn®— sin29) _p 27 a 
ost? sin (9) BT cost): Dee S 
2 in® (5) 
2 2 
ar 32) ge be, und A 
P sin® (2) y z 
2 
Führt man durch die Substitutionen x=ocosg, y=esing die Polarkoordinaten der 
ik 
Punkte P ein, so erhält man 2 ee bez. a (=) ’ und I cotg = —tang Ss 
wu) ut 
7 
ea Ic Son 
Um ® zu eliminieren beachte man, daß cotgp = —-tang (5+®) ist, also an +9@ 
Dar =20n . a  E TON N — 9 
bez. De sein muß. Demnach ist sin 2 —c08 (5 =] — cos” Se 
eh a ARE f 
also cos SE (25) als Polargleichung der Trisektrix. 


Um die Gleichung der Kurve in Kartesischen Koordinaten zu erhalten, beachte man, 


Pe Dt 
x cos (m — Y) x ech ( 3 ) S1£08 5 
dab ceülgg = — —  —ı, also ——— ———— - „ist. 
y nV) 3 sin a 
a a: 
Setzt man cos Sy & = ‚also sin ?_yı- — v3, so folgt 


BER 
Vı-v av! 1x —=(3v° —4v)y bez. @v! —4wW8(x2+y2)—x2—=0, oder, indem man 


wieder v=,, setzt, 7 hez313 (Bj? —2p=x, 


also 2p+x=3/R. X2+y3) oder F(x,J=(2p+x)’— Aparty? —0 als Gleichung der 


negativen Fußpunktkurve T', der Parabel in in bezug auf den Brennpunkt F 


der Parabel. 
Bildet man von F(x,y)=o die partiellen Ableitungen für x—=4p, y=o, so erhält 
man FR, =0o, F,=o, d.h. die Kurve hat im Punkte 4p,o einen Doppelpunkt. 


2 


Als dritten Schnittpunkt der Kurve mit der x-Achse findet man aus der Gleichung 
pt px} —o den Wert ns, d.h. die Kurve geht durch den Scheitelpunkt 


der zugehörigen Parabel (Fig. 38). 
Für die Abszissen & der Schnittpunkte der Kurve 


F(x,y)=o mit der Parabel y?—2p(x+5,) erhält 
man die Gleichung 2p+9°— I p@+2pt+p)=o 
bez. BO pe? 15p2g— 4 p—o mit den Wurzeln 
u —=—B, 5» =(4+3y3)p, 5 =@4—3y3)p, von 
denen &, dem Berührungspunkte der Kurve mit der 


Parabel, &, den beiden reellen und &, imaginären 
Schnittpunkten entsprechen. 


Verschiebt man das Koordinatensystem so, daß 
der Nullpunkt auf den Doppelpunkt fällt, substituiert 
also x—=x,+4p, y=y,, so geht die Kurvengleichung 


Fig. 38 


Fx,y)=0o über in Gx ,y)=x}+ > p(x7—3y})= o als Gleichung der negativen Fußpunkt- 
kurve T, der Parabel y=2p(x2,+) in bezug auf deren Brennpunkt. 


Als Gleichung der Aequidistante zwischen der Parabel y„?—=2Px und ihrem Brenn- 


1 
EN LE wi er 2 
108P (4x—P)(2x—5P)?. Nimmt man auch 


hier eine Verschiebung des Koordinatensystems vor dergestalt, daß der Nullpunkt auf den 


punkte F hatte sich ergeben ®(x,y)=y? 


Dopp£lpunkt > Po der Kurve fällt, substituiert also x—=x, +5, y=y,, so geht die Kurven- 
gleichung ®(x,y)=o über in T Ky=xi+, P(x7—3y7)=o als Gleichung der Aequi- 


distante der Parabel y!=2P (x,+°5) und ihres Brennpunktes F. 


Die Gleichungen G (x,,yı)=o und F(x,,yı)=0 zeigen: 

Die Trisektrix wird mit der Aequidistante identisch für P=2p, d.h. für eine und die- 
selbe Trisektrix (bez. Aequidistante) ist der Parameter P der Aequidistantenparabel doppelt 
so groß als der Parameter p der Trisektrixparabel. 


Die Entfernungen u,, u, der Brennpunkte beider Parabeln vom Doppelpunkte D der Trisektrix 


5 1 } 
Die Brenfipunkte F der Trisektrix- und der Aequidistantenparabel fallen zusammen. 


bez. Aequidistante sind nach dem Vorhergehenden u, =4p, u —= 
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Der dem Doppelpunkte D(°P,o) zugeordnete Parabelpunkt A (Fig. 36) hat wegen 


—- P die Abszisse x=JP. Die Ordinate y—=h des Punktes A ist also die Mittel- 


senkrechte von FD, und da weiterhin FD=AD, so ist das Dreieck FDA ein gleichseitiges 


Dreieck von der Seitenlänge 2p, der Höhe h=y3p und dem Flächeninhalte A=Y 3p:. 
Dieses Dreieck steht in einer anscheinend bisher nicht beachteten einfachen Beziehung 
zum Inhalte und Umfange der Aequidistantenschleife. 
Um die Schleife zu quadrieren, verschiebe man das Koordinatensystem so, daß der 
Ba in den Scheitelpunkt der Schleife fällt, substituiere also in der Kurvengleichung 


y sr (4x—p)(5p — 2x)? xt, y—n und erhältn=+ ya IrE. 


X, = 


Ip 
4 
2 Im I 
Hiernach ist der Inhalt der Schleife aan, (9p E 4E eis 10 v3p ahlıkt 
Der Flächeninhalt der De re Mer ist j=178. 
Ip 
4 
Die Länge der Schleife ist s—2 Vı+@a) dE. en, 
i d ss: 4y3p& 
1 
le — 4 gpen ); 
Yır+ (a) — ae, ar (48° +3p& °) 
ei 
4 
4 N 
also 3 (de ae )de 3yap,d.h; 


2y3p 


Die Länge je Aequidistantenschleife ist s—=3h. 


VII. Parabel und Gerade. 


Man wähle ein rechtwinkliges Koordinatensystem, dessen y-Achse die Scheiteltangente 
der Parabel und dessen Nullpunkt der Schnittpunkt der Geraden g mit der y - Achse ist (Fig. 39). 

Die Gleichung der Geraden sei ya„—=cx,, die Gleichung der Parabel (y, +b)?=2px,. 
Aus d;=e?d, folgt alsdann, da das Lot vom Punkte x,y auf die Gerade yy—=cx, die 
2 bez 


1+c2 


Länge d= 2 „hat, X, —x)24y— a — 


LEE 
’ — cx)? 
Xi 2x2, +tx?2+yp2—-2yyty)= a 
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Aus der Ähnlichkeit der Dreiecke PQN und TT'L folgt (y+b):(x,+p—x)=2x,:(y,+b), 
also 2yy, +2by,+2by+2b?=4x, (x,+p-—x). Zieht man diese Gleichung von der aus 


(y,+b)?—=2px, folgenden Gleichung y}»+2by,+b2—=2px, ab, so erhält man 
y7—2yy =2by+b?—2px,—4x7+4xx,. Substituiert man dies in der Metridistanten- 


gleichung, so folgt x’ Roger x2+y?2+2by+b?— I Ze] —o, also 


ee — cx)? 
Kram P +1 Vi — pr+3x2+3y2+6by+3D2— 3 l ZR. 


Die Werte von x, sind einzusetzen in die aus dem Vorstehenden folgende Gleichung 


4x7 (&,+p—x)? 


2 — 
ie (yırb)? 


bez. er x, tp— x)? 


Soll sich die gesuchte Metridistante zu einer Kurve dritter Ordnung vereinfachen, so 
muß in den Substitutionswerten für x, der Radikand R ein vollständiges Quadrat sein. 
Um die Bedingungen hierfür zu finden, forme man den Radikanden um in 


3e2c? 
i:c2 
Soll dies ein vollständiges Quadrat sein, also von der Form 
(Ax+By+C)2=A?x?2+B2y2+2ABxy+2ACx+2BCy+C?, so ergibt sich aus 
4(1+c}) 


3e?’c ger 
2n2 __ AK 4 - f se 
AB 3 (4 x er le DEI; zunächst die Bedingung e’— Alze 


475) (p?+3b°?)—9b? weiterhin 


R=(4— )x2+3(1— oa, -xy—2px+6by+p2+3b2. 


Nach 


. . PR ao —= 
Einsetzung dieses Wertes erhält man aus B?C —=3(1— nn 
2n2 
die Bedingung =. Nach Einsetzung auch dieses Wertes muß endlich 


ArGI= (1-2) +2) p” sein. Dies ergibt die Bedingung c? —= — = welche 


3» 
durch einen reellen Wert von c nicht erfüllbar ist. Hier- 
nach gilt: 

Die Metridistante (e) Parabel- Gerade ist im allge- 
meinen eine Kurve sechster Ordnung. Es gibt keinen be- 
sonderen Fall für e und die gegebene Gerade, in welchem 
die Kurvengleichung dritter oder niedrigerer Ordnung wäre. 


Im folgenden sollen die besonderen Fälle der Aequi- 
distante zwischen der Parabel und den Koordinatenachsen 
behandelt werden, wobei sich Kurven vierter bez. fünfter 
Fig. 39 Ordnung ergeben. 


A. Aequidistante Parabel - Ordinatenachse (Fig. 40). 


Im Falle e=1, b=o, c=©o gehen die Substitutionswerte x, über in 


x hs 1 VR=Hayr. Dies eingesetzt in Yes ltr 2) ergibt 


9(p+2x)y’—2(x—p)?’+2[x—p)’+3y’ 2 — —=0. Isoliert man den Wurzelausdruck und 
quadriert, so folgt: 

Die Aequidistante Parabel - Ordinatenachse ist eine 
zur x-Achse symmetrische Kurve vierter Ordnung mit 
der Gleichung 


F(x,y)=4y!—(8x?+20px—p?)y’+4x(x— p)?=0. 
Für die Schnittpunkte x,, y, der Kurve mit den Achsen 
erhält man als Wurzeln der Gleichung 4x, (X, — P)?=0 
die Werte x,, =0, X9—=P, bez. als reelle Wurzel der 
Gleichung 4y,+p?y,=o den Wert „=o. 
Bildet man von F(x,yJ)=o die partiellen Ab- 


kiunecnstunyx -D, y=o, so-erhält@manskr 0: 
ie om 0 tr, =0, F, >= S4p2Hhiermach 


Z 


2 
folgt aus Fut2Fu 0 + R3(92) in 


Fig. 40 weiterhin ar —=0,d.h.: 


Die Kurve hat im Punkte D(p,o) eine Spitze mit der x- Achse als Spitzentangente. 


Für die Schnittpunkte der Kurve mit der Parabel ist y„’=2px. Setzt man dies in 
F(x,yJ)=o ein, so ergibt sich 16p?x?—2px(8x?+20px— p’)+4x(x—p)’=0, bez. 
(2x°?— 14px?— 6p?x— p?)x—=o mit den reellen Wurzeln &,—=o und &;—=17,4138p (Näherungs- 
wert). Hieraus sowie aus dem Umstande, daß die Kurve symmetrisch zur x - Achse liegt, 
und daß es keinen Kurvenpunkt mit negativer Abszisse geben kann, folgt: 

Die Kurve berührt die Parabel im Nullpunkte und schneidet sie in zwei zur x-Achse 
symmetrisch liegenden Punkten mit der Abszisse &, — 7,4138 p. 


Die zum Parabelpunkte Q gehörigen Kurvenpunkte P, und P, findet man konstruktiv, 
indem man von Q auf die Achsen die Lote QL, und QL;, fällt, LLN=p auf der x-Achse 
aufträgt und QN zieht. Halbiertt man alsdann die Winkel N.QL,=2« und NQL,=2ß 
und errichtet in den Schnittpunkten S, und S, der beiden Winkelhalbierenden mit der 
y-Achse Lote zu dieser, so sind die Schnittpunkte P, und P, dieser Lote mit der Parabel- 
normalen N,N, zwei Kurvenpunkte. 

Der durch den Nullpunkt gehende Kurvenzweig ist der Zentralort aller Kreise, welche 
die Parabel von außen und die y-Achse berühren, der Kurvenzweig mit der Spitze dagegen 
der Zentralort aller Kreise, welche die Parabel von innen und die y-Achse berühren. 

In den bei Konstruktion der Kurvenpunkte P, und P, entstandenen Dreiecken QP, S, 
und QP,S, sind die durch P, und P, gehenden Mittelsenkrechten t, und t, die Kurven- 
tangenten in den Punkten P, und P;. 


46 


Um dies zu beweisen (Fig. 41), zeichne man zunächst den Kreis mit dem Zentrum P,, 
welcher die Parabel von außen und die y-Achse berührt. Die durch P, gehende Mittel- 
senkrechte des Dreiecks QP,S, schneide die y-Achse in M. Alsdann ist MQ gemeinsame 
Tangente von Kreis und Parabel. 

Gesetzt nun, die Mittelsenkrechte MP, sei nicht Kurventangente in P,, sondern habe 
mit der Kurve noch einen zweiten Punkt P‘, gemeinsam. Dann müßte es einen Kreis mit 
dem Zentrum P‘, geben, welcher sowohl die y-Achse als 
auch die Parabel berührt. Dieser Kreis müßte aber anderer- 
seits auch die Parabeltangente MQ berühren, da er mit dem 
ersten Kreise eine Tangente, nämlich die y-Achse, und die 
Zentrallinie gemeinsam hat. Diese beiden Bedingungen, die 
Parabel und ihre Tangente im Punkte Q@ zu berühren, sind 
aber nur für den ersten Kreis mit dem Zentrum P, ver- 
einbar. Dieselbe Betrachtung gilt für den anderen dem 
Parabelpunkte Q zugeordneten Kurvenpunkt P.. 

Fernerhin ist MP, I QS,, MP, I OS zudaseaa 
QS, | QS,, so ist auch MP, | MP,. Hierzu kommt, daß 
ZP>M OB M Sr Isurdahe 

Ist Q ein Parabelpunkt und P,,P, die beiden zu- 
gehörigen Punkte der Aequidistante Parabel-Ordinatenachse, 
so schneiden sich die drei Kurventangenten t, t,, t, in Q,P,,P; 
in einem Punkte M der y-Achse und bilden mit dieser ein 
harmonisches Strahlenbüschel, in welchem die beiden Aequi- 
distantentangenten t, und t, zueinander senkrecht sind. 


Aus dem Vorhergehenden folgt ferner: 

Denkt man sich zu jeder Parabeltangente t die Winkelhalbierenden t, und t, zwischen t 
und der y-Achse konstruiert, so ist die Aequidistante Parabel-Ordinatenachse die Enveloppe 
der Schenkel des von t, und t, gebildeten, mit seinem Scheitelpunkte M auf der y- Achse 
gleitenden rechten Winkels. 


Fig. 41 


B. Aequidistante Parabel - Abszissenachse (Fig. 42). 
Für den Fall e=1, b=o0, c=o gehen die Substitutionswerte von x, über in 


= + Van FR. Dies eingesetzt in vol tp— 2) ergibt 
3 


27py?—2(x— p)’+18x?x— p)+2[x—p)’+3x?]"=o. Isoliert man den Wurzel- 


ausdruck und quadriert, so folgt schließlich: 
Die Aequidistante Parabel- Abszissenachse ist eine zur x- Achse symmetrische Kurve 
fünfter Ordnung mit der Gleichung 
F&,yJ)=27py‘+4(x—p) (8x?+2px—p?)y’—4px?(2x—p)’=0. 
Für die Schnittpunkte x,,y, der Kurve mit den Achsen erhält man als Wurzeln der 
Gleichung x, 2x pP). 0.die Werte x 2. 0.00% _n bez. als reelle Wurzel der Gleichung 
y.(27y,+44p?)=o den Wert yy=o. 
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Bildet man von F(x,y)=o die partiellen Ableitungen für x=o, y=0o, so erhält man 


F=0, R=o, FR, =-8p?, F,=0, R,—8p?. Aus tar, UHR, Cr —0, bez. 


2 
—8p°+8p° (97) —0 folgt also tanga—SY—+1, def: 


Die Kurve hat im Nullpunkte einen Knotenpunkt; die Tangenten im Knotenpunkte bilden 
mit der x-Achse die Winkel 45% und 135°. 


Für x—E Y 0.1545 0,0052 0, 6 8pP%5 FE, 0, Ba sp und 


2% 
d Bye dyı? d 
aus le), — 0 folgt —8p°—8p° (7) —oabez. tanga—  —ti,dh: 


Die Kurve hat im Punkte E 9,0 einen isolierten Punkt; derselbe entspricht dem in die 


Gleichung F(x,y)=o mit eingehenden besonderen Falle einer in den Brennpunkt F aus- 


tip 0). 


gearteten Parabel (r— ee 


Die zum Parabelpunkte Q gehörigen Kurvenpunkte P, und P, findet man konstruktiv, 
indem man von O auf die x-Achse das Lot OL fällt, LN=p auf der x-Achse aufträgt 
und ON zieht. Halbiert man 
N, alsdann die WinkelN,OL=2« 
und NOL=2ß und errichtet 
in den Schnittpunkten S, und S, 
der beiden Winkelhalbierenden 
mit der x-Achse Lote zu dieser, 
so schneiden die Lote die 
Parabelnormale N,N, in zwei 
Kurvenpunkten P, undP,. Die 
im zweiten und dritten Qua- 
dranten liegenden Kurventeile 
sind der Zentralort aller Kreise, 
welche die Parabel von außen 
und die x-Achse berühren, die 
im ersten und vierten Qua- 
dranten liegenden Kurventeile 
dagegen der Zentralort aller 
Kreise, welche die Parabel von 
innen und die x-Achse be- 
rühren. 
Fig. 42 In den bei Konstruktion 
der Kurvenpunkte P, und P; 
entstandenen Dreiecken QP,S, und OP,S, sind die durch P, und P, gehenden Mittelsenk- 
rechten t, und t, die Kurventangenten in den Punkten P, und P,. 


Um dies zu beweisen, zeichne man zunächst den Kreis mit dem Zentrum P,, welcher 
die Parabel von innen und die x-Achse berührt. Die durch P, gehende Mittelsenkrechte 


/ 
7 
£ 
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\/ 
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des Dreiecks QOP,S, schneide die x-Achse in M. Alsdann ist MO gemeinsame Tangente 
von Kreis und Parabel. 

Gesetzt nun, die Mittelsenkrechte MP, sei nicht Kurventangente in P,, sondern habe 
mit der Kurve noch einen zweiten Punkt P,‘ gemeinsam. Dann müßte es einen Kreis mit 
dem Zentrum P,‘ geben, welcher sowohl die x-Achse als auch die Parabel berührt. Dieser 
Kreis müßte aber andererseits auch die Parabeltangente MO berühren, da er mit dem ersten 
Kreise eine Tangente, nämlich die x-Achse, und die Zentrallinie gemeinsam hat. Diese 
beiden Bedingungen, die Parabel und ihre Tangente im Punkte Q zu berühren, sind aber 
nur für den ersten Kreis mit dem Zentrum P, vereinbar. Dieselbe Betrachtung gilt für den 
anderen dem Parabelpunkte O zugeordneten Kurvenpunkt P;. 

Ferner ist MP, | OS, und MP, | OS,, und daOS, | QS,, so ist auch MP, | MP,. 
Hierzu kommt, dad ZP,MOQO=ZP,MS, ist, d.h.: 

Ist Q ein Parabelpunkt und P,,P, die beiden zugehörigen Punkte der Aequidistante 
Parabel-Abszissenachse, so schneiden sich die drei Kurventangenten t, t,, t, in QO,P,,P; 
in einem Punkte M der x-Achse und bilden mit dieser ein harmonisches Strahlenbüschel, 
in welchem die beiden Aequidistantentangenten t, und t, senkrecht auf einander stehen. 

Aus dem Vorstehenden folgt ferner: 

Denkt man sich zu jeder Parabeltangente t die Winkelhalbierenden t, und t, zwischen t 
und der x-Achse gezeichnet, so ist die Aequidistante Parabel - Abszissenachse die Enveloppe 
der Schenkel des von t, und t, gebildeten, mit seinem Scheitelpunkte M auf der x-Achse 
gleitenden rechten Winkels. 


